Dualitat bei endlichen Modellen der Perkolation*
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l. Einleitung

Obwohl der Zweck dieser Arbeit ist, einige elementare und anschauliche Begriffe einzufuhren, und ihre grundle-
genden geometrischen Eigenschaften zu untersuchen, liegt im Hintergrund ein ferneres Ziel, ohne das die
vorliegenden Untersuchungen vielleicht amusant waren, aber nichts weiter. Die Physiker haben in dem Begriff
der Universalitat und die dynamische Erklarung ihrer Urspriing den Mathematikern ein groRartiges Problem
geschenkt, denn es fehlt dieser Erklarung nicht nur das notige technische Fundament, sondern in mancher

Hinsicht jedes strenge mathematische Verstandnis.

Obwohl sich die Universalitat auf weiten Gebieten der Physik und der Technologie zeigt, treten die
wesentlichen Probleme schon bei reinen mathematischen Modellen der statistischen Mechanik auf. In dieser
Einleitung handelt es sich nur um die Perkolation, wo man fast sofort auf diese Probleme, und zwar in reiner

Form, stofit.

Wir betrachten ein Schachbrett, jedoch nicht notwendigerweise mit 8 x 8 Quadraten sondern mit n x n,
wobei n eine beliebige ganze Zahl ist. Ein Zustand s auf dem Brett ist eine Farbung der Quadraten, wobei jedes
Quadrat entweder schwarz oder weiR angestrichen wird. Dieser Zustand 4Bt eine horizontale Uberquerung zu,
wenn es moglich ist, an der linken Seite auf einem schwarzen Quadrat anfangend, zu der gegenuberliegenden
Seite, der rechten, Uberzugehen, indem man auf schwarzen Quadraten bleibt, und von einem Quadrat zu einem
anderen nur dann Ubertritt, wenn die beiden gleichfarbig sind und aneinander langs einer gemeinsamen Seite

angrenzen.

Es sei 0 < p < 1 eine reelle Zahl. Wir fihren eine Wahrscheinlichkeit = auf die Menge aller Zustéande

ein, indem wir 7(s) gleich p®(1 — p)® setzen, wenn der Zustand s aus a schwarzfarbigen Quadraten und b

weilfarbigen Quadraten besteht. Die Wahrscheinlichkeit wfﬁ)(p) einer horizontalen Uberquerung ist dann die

Summe der Wahrscheinlichkeiten (s) derjenigen Zustande, die eine horizontale Uberquerung zulassen. Die
folgende Aussage ist ein Hauptsatz der mathematischen Theorie, den wir Kesten und anderen Mathematikern

verdanken ([1])
Satz. Fs existiert eine Zahl 0 < p. < 1, die kritische Wahrscheinlichkeit, so dafs:

(1) wenn p < p., gilt

lim 7T§L") (p) = 0;

(2) wenn p > p., gilt
lim " (p) = 1;
n—oo

(3) wenn p = p., gilt

0< lim =" (p) < Tm 7" (p) <1

n— 00 n—00



Die erste Frage, die sich stellt, und die wir zur Zeit nicht beantworten kdnnen, ist ob

(1.1) lim 7™ (p.)

n—oo

existiert. Es sei A(™ die Ableitung der Funktion 7(™ von p am Punkt p.. Eine zweite Frage ist, ob es eine

Konstante v gibt, so daf’

An)
(1.2) lim

T
n—oo nv

existiert. Der Grund dieser Frage liegt nicht auf der Hand. Sie ist von der Erfahrung mit allerlei physikalischen

und mathematischen Untersuchungen, sowie von numerischer Forschung der Perkolation selbst, nahegelegt.

Man erwartet eine bejahende Antwort nicht allein auf diese zwei Fragen, sondern auch auf eine dritte, die
aber nur einen Sinn hat, wenn die Grenzwerte (1.1) und (1.2) existieren. Wir haben der Einfachheit halber nur
die Perkolation auf einem rechteckigen Gitte eingefuhrt, und die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes durch eine
moglichst einfache Formel definiert. Der Satz gilt jedoch fur jede vernunftige Definition der zwei-dimensionalen
Perkolation, und wir konnen erwarten, dafl die Antwort auf die zwei Fragen (1.1) und (1.2) auch allgemein
positiv sein wird. Die dritte Frage wére dann, ob » unabhangig vom Modell ist, und das wird auch erwartet.
Obwohl wir diese Fragen eine nach der anderen gestellt haben, als ob eine beantwortet werden muf3, bevor wir
die nachste stellen kdnnten, liegt es nahe, sie alle gleichzeitig zu behandeln. Die Renormierungsgrupperklarung

dieses Phanomens verlangt sogar, da® wir auf diese Weise verfahren.

Diese Erklarung ist dynamisch, und beziehtsich auf einen Raum, eine Abbildung dieses Raumes in sich selbst,
und einen Fixpunkt der Abbildung. Leider erweisen sich gewohnlicherweise diese Gegenstande als schllpfrig,
so daB sie kaum mathematisch anfal3bar sind. Insbesondere der Raum, der, wie ein Unkundiger denken konnte,
allem zugrunde liegt, wird kaum erwahnt. Der Raum muB allerdings unendlich-dimensional sein. In dieser
Arbeit werden Gegenstande dieser Arteingeflihrt, die als endlich-dimensionale Annaherungen zu dem gesuchten
dynamischen System dienen sollten. Ich leiste jedoch keine Gewahr, dal? sie sich als zweckmaRig herausstellen
werden. Die Probleme der strengen mathematischen Begrindung der Renormierungsgrupperklarung kdnnen
nicht auf Anhieb geldst werden. Sie mussen von vielen Seiten angegriffen werden. AuRerdem Uberzeugt man
sich nur mit Muhe, dal? die eingeftihrten Begriffe den Tatsachen wirklich entsprechen. In dieser Hinsicht sind
die numerischen Untersuchungen der Arbeit ([2]) ermunternd, besonders weil sie Eigenschaften der Grenzwerte
lim 7 (™) (p.) ans Licht gebracht haben, die vorher, wenn geahnt, kaum beachtet wurden. Diese Eigenschaften
werden zur Zeit von mir und meinen Kollegen, Philippe Pouliot und Yvan Saint-Aubin in Montreal, untersucht.
Die entsprechenden numerischen Unterlagen, sowie die Ergebnisse anderer numerischen Untersuchungen, die
die ZweckmaRigkeit der in der vorliegenden Arbeit angegebenen Definitionen belegen, hoffen wir innerhalb

kurzer Zeit zu veroffentlichen.



Trotz solcher groRBen Ziele ist mein gegenwartiger Zweck viel bescheidender, eine vielleicht nitzliche Dualitat
der endlichen Modelle zu begrtinden. Ich mdchte dennoch, bevor wir uns diesen endlichen Modellen zuwenden,

erklaren in welchem Sinn, sie eventuell alle Fragen beantworten sollen.

Im Abschnitt Il fihren wir eine Aufteilung des Rands eines Quadrats () der Seitenlange 1 in 4/ Intervalle der
gleichen Lange ein. Die Menge dieser Intervalle nennen wir 2(; Es sei n eine ganze Zahl, die durch [ teilbar ist, und
betrachten ein n x n Brett. Die Quadrate, die entlang einer Seite liegen, sind dann nattrlicherweise in [ Mengen
mit 7 Elementen aufgeteilt. Also jedem der 4/ Intervalle ist eine Menge von 7 Quadraten zugeordnet. Zwei
dieser Mengen konnen sich nur an den Ecken schneiden. Es sei M,, die dem Intervall a zugeordnete Menge.
Wir ordnen jedem Zustand s eine Funktion y, auf 2(,, x 2L, mit Werten aus {0, 1} zu. Es ist ys(«, o) = 1 fiir jedes
a, und y,(«, ) ist 0, wenn « und 3 benachbart sind. Es ist sonst y(«, 3) = 1, dann und nur dann wenn aus
einem schwarzen Quadrat in M, man ein schwarzes Quadrat in Mg erreichen kann, ohne die oben beschriebenen
Spielregeln zu verletzen. Man tritt also von einem schwarzen Quadrat zu einem langs einer gemeinsamen Seiten

benachbarten schwarzen Quadrat, und bricht sich auf diese Weise von Quadrat zu Quadrat eine Bahn.

Es sei p = p. und sei 7 die entsprechende Wahrscheinlichkeit auf die Menge der Zustéande. Wir definieren

eine Wahrscheinlichkeit 7r;* auf die Menge 2); der maglichen Funktionen, indem wir setzen,

Wir konnen erwarten, dal3 fur jedes y

(1.3) lim 77" (y) = m(y)

n—oo

existiert. Auf diese Weise erhalten wir ein WahrscheinlichkeitsmaRl n; im Raum II;, der im néchsten Abschnitt
eingefuhrt wird. Es ist klar, dal’ n, = Pﬁc(m), wenn Fﬁc die in demselben Abschnitt eingefiihrten Vergroberung
ist.

Wir werden auch Abbildungen ©; definieren, und ein zentrales Problem, das in dieser Arbeit nicht bertihrt
wird, ist, zu zeigen, dal} ©; einen Fixpunkt v; in II; besitzt. Die Punkte v; sollen die Punkte ; annahern, und

zwar in dem Sinn, dal? fur jedes &
(1.4) Jim T () =

ist. Es ist in dieser Gleichung einverstanden, dafl3 [ nur durch k teilbare Werte annimmt. Da diese Gleichung
fur jedes Modell gelten sollen, werden man daraus schliefen konnen, daR die MaRe 7, unabhangig vom Modell

sind. Man will die Gleichung (1.4) sogar verwenden, um die Existenz der Grenzwerte in (1.3) zu zeigen.

Die Gultigkeit der Gleichung (1.2) wird dann aus der Eigenschaften der Tangentialabbildungen d©; am

Punkt v; abgeleitet werden. Diese sind jedoch zur Zeit alle nur verwegenen Hoffnungen, und ich begntige mich



in der vorliegenden Arbeit mit dem Beweis einiger einfacher formeller Eigenschaften der Abbildungen ©;. Ab
jetzt wird nicht mehr von der wahren Perkolation die Rede sein, nur von den endlichen Modellen. Insbesondere

bezieht sich die ganze Zahl n nicht mehr auf das Schachbrett.

Wenn den in dieser Arbeit dargelegten Ideen alle Klarheit nicht mangelt, ist es dank vielen Besprechungen

mit Claude Pichet, Philippe Pouliot, und Yvan Saint-Aubin in Montreal. Ich danke ihnen.

Il. Beschreibung der Modelle

Il.LA. Die Mengen und die Wahrscheinlichkeiten. Jeder nattirlicher Zahl [ ist eins unserer Modelle zugeordnet.
Die grundlegenden Gegenstande im Modell sind eine endliche Menge %); und eine geschlossene Untermenge
II; der Menge aller WahrscheinlichkeitsmalRe auf 9);, sowie Abbildungen ©; = @l(”) von II; in sich selbst. Die
Zahl n ist auch eine naturliche Zahl, die wir nicht jedesmal in der Bezeichnung explizit erwahnen, damit Platz
fur andere Indexes Ubrigbleibt. Es ist jedoch nicht die Zahl n der Einleitung. Zum Zweck der Dualitéat, der diese
Arbeit hauptsachlich gewidmet ist, fiihrt man eine zweite Abbildung ©; ein. Das Hauptziel ist in der Tat, zu
zeigen, daB diese Abbildungen wirklich dual sind. Wir nehmen allerdings gleichzeitig die Gelegenheit wahr,

einige zu weiteren Untersuchungen notige Definitionen anzugeben.

Es sei 9 ein Quadrat der Seitenlange 1. Wir teilen jede Seite in [ Intervalle der gleichen Lange % auf, um,
da das Quadrat vier Seiten hat, eine Menge 2; zu bekommen mit 4/ Elementen. Diese Intervalle nennen wir
Strecken. Ein Element aus der Menge 9); wird eine Menge von Verbindungen zwischen Paaren von Strecken
sein, also eine Funktion auf 2A; x 2A;, die nur die Werte 0 und 1 nimmt. Bevor wir die Bedingungen beschreiben,
die diesen Funktionen auferlegt werden, fuhren wir einige Terminologie ein.

Es sei R der Rand des Quadrats £. Auf fR sind zwei Orientierungen moglich. Eine Reihe a1, ..., a;, heillt
zyKklisch, falls diese Strecken alle verschieden sind, und man ihnen in der gegebenen Reihenfolge begegnet, wenn
man den Rand in der durch eine der Orientierungen, gleich welche gegebenen, Richtung durchlauft. Ein offenes
Intervall («, 8) ist die Menge aller Strecke auBer « und S selbst, denen man begegnet, wenn man der Rand in
einer gegebenen Richtung von « bis 8 durchlauft. Das Intervall ist folglich nicht eindeutig bestimmt. Um eins
der zwei moglichen Intervalle zu bestimmen, kann man eine Strecke angeben, die es enthélt. Ein geschlossenes

Intervall [a, 5] wird &hnlich definiert, nur daR es auch o und 3 enthélt. Halboffene Intervalle sind auch mdglich.

Definition Il.LA.1. Die Menge ), ist die Menge aller Funktionen y auf ; x A; mit Werten aus {0,1}, die
die folgende Bedingungen erfillen:

(1) Fir jedes o € 2 gilt y(a, ) = 1.
(2) Fiir alle o und 8 gilt y(o, 8) = y(5, ).

(3) Wenn a und 3 benachbart sind, gilt y(a, 3) = 0.



(4) Wenn o, 3,7,9 zyklisch ist, o und 3 nicht benachbart sind, und wenn dariber hinaus y(a,vy) = y(8,9) =
1, dann gilt y(«, B) = 1.

Die Bedingung (3) ist etwas kunstlich, aber ohne sie ware die dynamischen Eigenschaften der Abbildung ©;
nicht die erwunschten. Die Bedingung (4) hat einen offensichtlichen geometrischen Ursprung in der zwei-
dimensionalen Perkolation. Zwei Wege mussen sich durchschneiden, wenn einer von « nach ~ fuhrt, und der
andere von 3 nach 6. Wenn man alle moglichen Permutationen der Reihe «, 3, 7y, ¢ in Betracht zieht, folgert man

leicht aus der Bedingung (4) daB jedes nicht benachbarte Paar aus der Reihe verbunden ist.

Als erste Begrundung dieser Definition ist gezeigt worden, dal® die unten eingefthrte Abbildung (952) einen
Fixpunkt v, besitzt, der nicht allzuweit vom Punkt 4 liegt. Die dazu ndtigen numerischen Untersuchungen sind

jedoch etwas umstandlich, und werden in dieser Arbeit nicht besprochen werden.

Es sei I1(9);) die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaRe auf 2);. Diese Menge ist allerdings ein topologis-
cher Raum. Das dynamische System, das die Renormalisierungsgruppe fur die Perkolation in einem endlich-
dimensionalen Raum anndhernd nachahmen sollte, will man zuerst mittels einer Abbildung auf den ganzen
Raum II(%);) definieren. Aber diese allzu einfache Definition erweist sich als nicht zweckmaRig, weil die Folgen
der wichtigen FKG-Ungleichung dabei verlorengehen. Um diese zu behalten, schranken wir uns vom Anfang an
auf einen Unterraum II; von I1(%);) ein, und prifen nach, daB unsere Abbildungen den Rahmen dieses Raumes

nicht sprengen.

Die Menge 2); ist geordnet. Es gilt y > ¢, wenn fir jedes Paar o und § gilt, y(a, 8) > v'(a, §). Eine
Funktion f auf 9); heillt zunehmend, wenn f(y) > f(y’) ist, jedesmal daB y > ¥/ ist.

Definition 11.A.2. Der topologische Raum 11; ist der Unterraum aller Wahrscheinlichkeitsmafe © aus T1();)
der Art, daf$ fir alle zunehmenden Funktionen f und g auf ), gilt

(2.a.1) /fgdwz/fdw/gdﬂ.

Es ist klar, daB wenn die Bedingung (2.a.1) fur zunehmende Funktionen gilt, dann gilt sie auch fur abnehmende
Funktionen. AuBerdem, wenn a und b zwei Konstante mit demselben Vorzeichen sind und die Bedingung fur f

und g gilt, dann gilt sie auch fir f + a und g sowie fir a f und bg.

Der Raum II; enthalt zwei einfach definierbare MaRe. Es seien y. die Funktion, fur die y (a, 3) = 1 fur
jedes nicht benachbarte Paar, und y_ die Funktion, fir die y_(«, 8) = 0 ist, wenn o # 3. Das MaR 7 ist auf y

konzentriert, und 7_ auf y_.



Hilfsatz 11.LA.3. Es seien 0 < o, < 1 und a + 3 = 1. Wenn © in II; liegt, dann liegen ary + Br und

arm_ + B auch in I1;.

Es sei v = am4 + @n. Die Differenz

/fgdy—/fdu/gdz/

ist grofRer oder gleich der Summe der folgenden Ausdricke

a/fdwi/gdwi+ﬁ/fd7r/gd7r
—a2/fd7ri/gd7ri—aﬂ/fdw/gdwi—aﬂ/fdw/gdwi—52/fd7r/gd7r

Weil o — a2 = 8 — 3% = af ist, ist die Summe gleich o3 mal

und

Fus)9(ws) ~ ) [ gdr—g(ws) [ far+ [ ran [gam.

Wir vereinfachen diesen Ausdruck und erhalten

i) = pyam [(atv) - ghan >0

I1.B. Die Abbildungen. Die Abbildungen werden anfangs auf dem Niveau der Mengen %),
eingefiihrt, und dann auf die Raume II; Gbertragen. Die Ubertragung auf die Raume I1();) ist ohne weit-
eres moglich, fur die Raume II; muR die Bedingung (2.a.1) jedesmal nachgepruift werden. Es seien k£ und [ zwei
natUrliche Zahlen der Art, daR k|I. Wir definieren eine VergroberungI' = T, die ), in Y, schickt. Jede Strecke o’
aus 2, ist in einer eindeutig bestimmten Strecke o aus 2l enthalten. Es sei ¢’ eine Funktion aus 2);. Wir definieren
y = 'y’ durch die Bedingung, daB y(«, 3) dann und nur dann gleich 1 ist, wenn « und 3 nicht benachbart sind,
und es Strecken o’ C aund 8’ C 3 gibt, so daR y'(o’, 3") = 1. Der néchste Hilfsatz braucht kaum erwahnt zu
werden, da sein Beweis klar ist. Wir bemerken nur, wenn o/ C «, 3’ C 3,7 C ~,und §' C 4, und wenn ferner

a, 3,7, 6 zyklisch ist, dann ist auch o/, 3', ', §’ zyklisch.
Hilfsatz 11.B.1. Die Funktion y gehort zu

Diese Abbildung ergibt auch in der Ublichen Weise eine Abbildung der Menge I1(Q);) in I1(Q)), die wir
auch mitI’ = Fﬁc bezeichnen. Der nachste einfache Hilfsatz erlaubt uns, sie als eine Abbildung von II; in II; zu

betrachten.



Hilfsatz 11.B.2. Das Bild von I1; liegt in T1j.

Es sei 7 das Bild von 7’. Wenn f und g zwei zunehmende Funktionen auf ), sind, dann sind ihre Urbilder

/" und g’ zunehmende Funktionen auf 9),. Es gilt folglich,

/fgdﬂ:/f’g’dﬂ’Z/f'dw'/g'dw’:/fdw/gdw.

Wir fuhren auch eine Abbildung ¢ = @ﬁll ein, die das n2-fache Produkt 3 = 2); x ... x 2); in 9),,; abbildet. Da
jedes WahrscheinlichkeitsmaR ' auf 2); ein WahrscheinlichkeitsmaR 7’ auf 3 definiert, weil 3 ein Produktraum

ist, konnen wir dem MaR 7’ ein MaR 7 zuordnen,

Wir setzen ®(7') = !

nl

(') = 7. Die Abbildung
o: 33— Q.jnl

1aRt sich aber nicht ohne Umstand definieren.

Wir stellen uns vor, das groRe Quadrat 9 sei aufgeteiltin n? kleinen Quadraten Q;;, 1 < i, j < n. Der Raum

3 kann definiert werden als

n

3= 9%,

ij=1

wobei 9 (»7) = ), fir alle i und j. Ein Element von 3 ist folglich ein Punkt,
Y = (yijll <i,5 <n).

Essei 2; ; = 2, nur daB es jetzt als eine Menge von Strecken auf dem Rand von £; ; betrachtet werden sollte. Als
solche gehoren sie entweder zum Inneren von £ oder zu seinem Rand. Wir nennen sie deswegen entweder innere
oder aulere Strecken. Jede der vier Seiten des Randes ist folglich mittels dieser kleinen Strecken aufgeteilt in nl

Intervallen der gleichen Lange. Die Menge der 4nl Strecken, die auf dem Rand liegen, ist mit 2,,; identifiziert.
Um das Bild ®(y’) zu definieren, fiihren wir zusatzliche Mengen g; ; ein. Wenn ccund g in 2, ; liegen und
nichtbenachbartsind, dannist g; ;(«, 8) = y; ;(a, 3). Wennsie benachbartsind, gilt g; ; (e, 8) = 1, dann und nur

dann, wenn entweder « oder 3 inner ist, und es einen Zyklus («, v, 8, 0) gibt, fur den y; ;(a, v) = v;.;(6,0) = 1.



Hilfsatz 11.B.3. Es sei (o, 3,7,0) einen Zyklus in 2, ; der Art, daf §; j(c,y) = §i;(5,0) = 1. Wenn o und

B nicht benachbart sind, oder wenn eine dieser beiden Strecken eine innere Strecke ist, gilt g; j(o, 3) =1

Da weder o und v noch n und ¢ benachbart sein kdnnen, ist die Aussage klar. Es seien oz und 3 zwei Strecken

aus 2A,,;. Ein zulassiger Weg, der von o nach 3 flhrt ist eine Reihe,

(Z.Oij)v (iQan) RS (i2T7j27")a

und eine Reihe,
a_1,%1,...,02,r41,

die die folgenden Bedingungen erfullen:

(2.b.1) Fir0 <k < rseieni’ = igg, und i”” = igxyo. Es seien j', 5/ dhnlicherweise definiert. Dann ist agg1 in

Ay 5 und in Ay v enthalten. Es gilt ferner a_; = o € A; j, und g1 = B € iy, o, -
(2.b.2) FOr0 < k < rist agg41 €ine innere Strecke.
(2.b.3) Fur0 < k < rqilt yi7j(a2k,1, anJrl) =1
Es sei g die Funktion auf 2l.,;, die so definiert wird, da §(«a, ) = 1, dann und nur wenn es einen zul&ssigen

Weg gibt, der von « nach g fuihrt. Die Funktion y wird definiert, indem man y(«, 5) = g(a, 3) setzt, fir nicht

benachbarte a. und 3, und y(«, 3) = 0, wenn . und 3 benachbart sind.
Satz 11.B.4 Die Funktion y gehort zu Y.

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des Satzes I11.A.1, des Abschnitts IlI.

Wenn wir diesen Satz annehmen, kdnnen wir die Abbildung ® auf 3 definieren, ®(y’) = y, und folglich die

Abbildung ® von I1(Q);) in TI(Y ;).
Hilfsatz 11.B.5 Das Bild von I1; liegt in I1,;.

Wenn die Bedingung (2.a.1) fur = gilt, dann gilt sie auch fir 7. Es genigt also, zu beweisen, wenn sie fiir
«' gilt, dann gilt sie auch fur 7”7, Da 3 ein Produkt ist, ist das eine sofortige Folge des nachsten Hilfsatzes und

eines einfachen Induktionsarguments.

Hilfsatz 11.B.6 Es seien w1 und m2 MafSe auf geordneten Mengen X1 und Xo. Wenn die Ungleichung (2.a.1)

fir w1 und mo gilt, dann gilt sie auch fir das Produkt m = 71 X 3.

Es seien f und g zwei zunehmende Funktion auf X; x X-. Dann gilt

/ fgdr = / F(a1, 22)g(w1, v2) dmydrs

—/{/f(ml,xg)g(xl,xg)dwl}dWQ.
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Weil f(z1, z2) und g(z1, x2) fir gegebenes z2 zunehmende Funktion von x5 sind, ist der Ausdruck rechts groRer

/{/f(xl"”?)d”l}{/g@l’xﬂdm}dw ~ [ Fa2)G(a2) dns,

wobei die Definition der zwei Funktionen F' und G Klar ist. Da sie auch zunehmend sind, gilt

/F(mg)G(mg)dWQ > /F(mg)dm/G(mg)de Z/fdﬂ'/gdﬂ'.

Die Abbildungen, die von Hauptinteresse sind, weil sie die Menge I1; in sich selbst abbilden, sind

denn oder gleich

o=0,=0" =17 .,

11.C. Dualitat. Fur gewisse Zwecke braucht man einen Begriff der Dualitat, und das Hauptziel dieser Arbeit ist,
die Grundzuge der Dualitat zu beschreiben, und insbesondere die Existenz einer zu © dualen Abbildung ©* zu
zeigen. Wir fihren zuné&chst eine Dualitat auf die Menge 9); ein. Es sei y € ;. Wir definieren eine Funktion gy
auf 2; x 2, indem wir g(a, v) = 1 setzen, dann und nur dann wenn es keinen Zyklus («, 3, , d) gibt, fir den
y(6,9) = 1. Sonstist §(a,y) = 0. Folglich gilt §(«,y) = 1, dann und nur dann wenn « von ~ durche keine
Verbindung aus y getrennt wird. Insbesondere ist §j(«, «) = 1 fiir jedes «. Die Funktion ¢ gehort der Menge 2);
nicht, da g(«, 8) immer gleich 1 ist, wenn « und ( benachbart sind. Deshalb fihren wir eine zweite zusétzliche
Funktion y* ein, indem wir y*(a, 8) gleich §(«, §) setzen, wenn « und 3 nicht benachbart sind, und sonst gleich

0. Die Funktion y* heiflen wir zur Funktion y dual.
Satz 1I.C.1

(1) Die Funktion y* gehort zu ).

(2) Die zu y* duale Funktion ist y.

Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des Satzes I11.B.1. Es sei A = A; die Abbildung, die y nach yx
schickt. Dem Satz zufolge ist A eine Involution der Menge 2);. Wenn y1 > s ist, ist A(y1) < A(yz), so daR die
zugeordnete Abbildung von I1(%);) in sich selbst die Menge II; in sich selbst abbildet. Wir betrachten A = A,
hauptsachlich als eine Abbildung auf I1;.

Hilfsatz 11.C.2 Es gilt TLA; = AT

Die Gleichung dieses Hilfsatzes, der die Vertraglichkeit der Vergroberung mit der Dualitat behauptet,
schreiben wir normalerweise der Kirze halber TA = AT'. Es sei y' € 9. Wir setzen y = T'(y’). Wir be-

trachten y* = A(y) einerseits und z = T'A(y’) anderseits und zeigen, daB z = y*.

Es seien o und 3 zwei Strecken aus 2. Wir nehmen an, dall « # 3 ist, und dal? o und 3 nicht benachbart

sind, denn die Gleichung z(a, 8) = y*(a, ) ist sonst trivial. Wenn z(a, §) = 1, existieren zwei Intervalle o’ C «
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und 8’ C g, fur die A(y')(o/, 8') = 1. Wenn aber «, v, 3, ¢ zyklisch ist, und v C ~, ¢’ C §, dannista/,+', 3,6’
auch zyklisch, und folglich y'(+', §") = 0. Hieraus folgt, weil 4" und ¢’ beliebige Unterstrecken von v und ¢ sind,
daB y(v,d) = 0. Da a, 7, 3, 0 eine beliebige zyklische Reihe, in der « und /3 getrennt sind, sein kann, gilt ferner
y (e, B) =1

Auf der anderen Seite wenn z(a, §) = 0 ist, dann ist A(y’)(a/, 5') = 0 fiir jedes Paar o/ C aund 5’ C .
Folglich existiert eine zyklische Reihe o',~', 3',¢" der Art, daB y'(v’,4’) = 1. Wir brauchen jedoch mehr,
insbesondere sind «' und ¢’ zu unserem Zweck untauglich, wenn eins oder das andere in « oder 3 enthalten ist.
Wir brauchen ein Paar {+, '}, das diese Gleichung erfullt und der Art, dal o’,~’, 3,4’ fir jedes o C a und
jedes 3’ C 3 zyklisch ist. Denn +/ ist dann in einer Strecke ~ aus 2/, enthalten, und ¢’ in einer Strecke ¢, und die

Reihe «, v, 3, ¢ ist notwendigerweise zyklisch. Weil y(~, §) = 1ist, gilt y*(«, 3) = 0.

Um das Paar {+/, 0’} zu erhalten, fixieren wir 5’ und wahlen ein provisorisches Paar {7/, '} der Art, dal
y'(v',8’) = 1ist, und so daR die Menge aller o' C «, die zusammen mit 3’, v’ und ¢’ eine zyklische Reihe

!

o\, 3,8 bilden, maximal ist. Die Vereinigung aller dieser o’ ist offensichtlich ein zusammenhangendes
Intervall. Wenn sie nicht « selbst ist, dann ist entweder v’ oder ¢’ in « enthalten und an der Vereinigung
angrenzend. Dies gelte fur 4. Wir wenden die Bemerkung des vorhergenden Absatzes auf das Paar {7/, 5’} an,
um die Existenz eines Paares {71, 0} } zu folgern, fur das ¢’ (1, 61) = 1ist, und die Reihe ', 1, ', 87 zyklisch ist.
Wir kdnnen das offene Interval (v’ 5) so wahlen, das es jedes in Betracht kommende o’ sowie §’ und ¢} enthalt.
Die Strecke + liegt dann auBerhalb dieses Intervalls. Wenn ~1,~', 81, &’ zyklisch ist, gilt y'(v],0") = 1 wegen der
Definition 11.A.1, so daR wir §7 durch ¢’ ersetzen kdnnen. Wir kénnen folglich unter allen Umstédnden annehmen,
daR 47 im Intervall [¢’, ') enthalten ist. Dann ist jedoch fur das Paar {1,071} die Menge der zugelassenen «
groRer als die entsprechende Menge fiir {+/, 0}, was unserer provisorischen Wahl widerspricht. Die Vereinigung
ist daher o. Um das Argument zu beenden, wahlen wir nochmals ein provisorisches {7/, 8’} mity/'(y/,d') = 1,
aber so daB die Menge aller 5’ C 3 der Art, daR o',~', 3,8’ zyklisch fiir alle o/ C « ist, maximal ist. Dann

beweist man wie vorher, daR die Vereinigung dieser 3’ gleich [ ist. Somit wird der Hilfsatz bewiesen.

Das Analogon des Hilfsatzes flr die Abbildung @ ist leider nicht gultig, und wir sind gendtigt, eine zweite
Abbildung ®* zu definieren, die mit der Gleichung ®*A = A® im Sinn formuliert wird. Zwecks der Definition
dieser Abbildung fihren wir einige zuséatzliche Begriffe ein. Die ganzen Zahlen [ und n sind wieder vorgegeben,
und ®* soll zunéachst eine Abbildung der Menge 3 in 2),,; sein. Da A eine Involution ist, ist es uns erlaubt,
nicht ®*((y;,;)) direkt zu definieren sondern ®*((y; ;)). Die Funktionen y; ; bleiben trotzdem die zentralen
Gegenstande, und nicht y; ; sondern g; ; die im Vordergrund zu behaltenden dualen Gegenstande. Alle diese

Begriffe werden auch spater in leicht abgeanderter Gestalt und in einem leicht abgednderten Rahmen vorkommen.
Schleifen. Eine Schleife ist eine vier-tupel (¢, o', 3, 3") aus einem der Menge 2 ;, in dem « und 3 die Haupt-

gegenstande sind, und o und 3’ nur zuséatzlich. Die Strecken oo und 3 muissen beide inner sein. Es sind ferner

a und o’ sowie 3 und 3’ benachbarte Paare. Eine Schleife heilRt zulassig, wenn o und o/ mit 8 und mit 8’ durch
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9i,; verbunden sind. Es sind nur die zuléssigen Schleifen, die im folgenden gebraucht werden. Die Strecken in

einem Paar {«, o’} oder {3, 3’} werden oft gespannt geheillen.

Enden. Ein Ende besteht aus drei Strecken {«, o/, 8}, und oo und «’ bilden darin ein gespanntes Paar. Sie miissen
benachbart sein. Das Element (3 ist eine aulRere Strecke. Das Element o muR dagegen eine innere sein. Zulassige

Enden sind von zweien Arten.

(a) Alle drei Strecken liegen in demselben 2L, ;. Es gilt g; (v, 8) = 9;,;(c/, 8) = 1.
(b) Die Strecke oo gehort gemeinsam zu zweien aneinander angrenzenden Quadraten £; ; und Q ;. Die Strecke
o' liegtin 2, ;» und ist eine duBere. Die Strecke (3 ist ein Nachbar von ain 2, ;. Der Fall, daB (', j') = (4, j),

ist auch moglich, aber von keinem Interesse. Dann ist 3 = o', und solche Ende erweisen sich als tGberflUssig.

Knoten. Ein Knoten {a, o/, 3, 3’} besteht aus vier Strecken. Es sind wieder beide Paare {«, o’} und {8, 5’}

benachbart. Knoten sind alle zulassig und von dreien Arten.

(@) Alle vier Strecken im Knoten sind innere, und entweder « = Sund o’ = ' oder a = 3’ und o/ = 3.

(b) Die Strecken o und § sind innere, und o = 3. Die sind zwei aneinander angrenzenden Quadraten £; ;
und 9,/ j» gemeinsam. In entarteten Féllen kdnnen diese Quadrate gleich sein. Die Strecke o’ gehort zum

Quadrat ; ; und 8’ zum Quadrat Q.

(c) Alle vier Strecken sind innere. Die Strecken o und o’ gehdren zu einem Quadrat £; ;, und die Strecken
B und ' gehdren zu einem zweiten Quadrat Q; ;/, das das erste an eine Ecke berUhrt, so daB3 die beiden

Quadrate einen einzigen gemeinsamen Punkt besitzen. Dieser Punkt gehort zu allen vier Strecken.

Mittels dieser zusatzlichen Begriffe definieren wir jetzt die Abbildung ®*. Wir fuhren den Begriff eines
breiten zulassigen Weges ein, der von einer Strecke « aus 2,,; zu einer Strecke § fuhrt. Wir setzen §(«, 8) = 1,
dann und nur dann daR es einen zulassigen breiten Weg gibt, der von « nach 3 fahrt. Aus ¢ leiten wir y* ab,
indem wir Verbindungen zwischen benachbarten Punkten aufheben, und setzen (I)*((y;j)) = y*. Ein breiter

zulassiger Weg, der von « nach g3 fuhrt ist eine Reihe

Cfla crey CQrJrla
in der jedes Glied eine Schleife, ein Ende, oder ein Knoten ist, auBer wenn r» = —1 ist.
Wenn r = —1 ist, gehdren a und 5 zu demselben Quadrat ; ;. In diesem Fall ist C_; = {«, 8} und es wird

verlangt, daB ¢; ;(«, 3) = 1. Das erste Glied der Reihe ist sonst ein zulassiges Ende
C_1={a=a_1,ap,a,}.
Die Glieder C5;, 0 < i < r, sind alle Knoten,

! /
Coi = {0, gy, i1, 0441 }-
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Die Glieder C;+1, 0 < ¢ < r, sind zulassige Schleifen,

! !
Coit1 = {a2iy1, Qgi415 X2i+2, 0421+2}-
Es ist schliellich C5,. 1 ein zulassiges Ende,

02r+1 = {042T+17 0/27«4_17 Qor42 = 5}-

Die Definition von y* haben wir schon erklart. Der Wert von y*(«, ) ist gleich §(«, ), auer wenn « und 3 be-
nachbart sind. Der nachste Satz ist zusammen mit dem Satz I11.B4 das Haupter-

gebnis dieser Arbeit.
Satz I1.C.3 Die Funktion y* gehort zu Qi und ist der Funktion ®((y; ;)) dual.

Diese Behauptung ist eine unmittelbare Folge des Satzes 111.A.4. Die Abbildung ©* von ), in sich selbst ist
die Verkettung I" - @*. Die Abbildung ® kann auch als eine Abbildung der Menge T1(2);) in I1(9).,.;) betrachtet

werden. Der nachste Hilfsatz wird genau wie der Hilfsatz 11.B.5 bewiesen.
Hilfsatz 11.C.4 Das Bild von II; unter ®* liegt in I1,;.

11.D. Beispiele. Obwohl alle in den Begriff der Dualitat eingehenden Definitionen elementar sind, sind sie
auch leicht miRverstandlich. Folglich ist es nltzlich, sie sowie ihren Zweck an Hand einiger Beispiele zu
veranschaulichen. Auf der Abbildung 1 wird ein einfacher zugelassener breiter Weg gezeigt. Es ist klar, wie er
alle moglichen Wege von unten nach oben blockiert. Das wesentliche Glied ist die Schleife im inneren Quadrat, an
die zwei Enden gebunden werden. Ein Weg, der von unten ankommt, kann zum Beispiel die Strecke « erreichen.
Diese Strecke ist jedoch im inneren Quadrat B mit keiner Strecke oberhalb des Paares {«, d} verbunden, und
im linken Quadrat A mit keiner Strecke oberhalb des Paares {«, €}, so daB der Weg nicht weiter nach oben hin
eindringen kann, und zunéachst nach unten zurtickkehren muf3, um anderswo eine wirkliche Bresche zu suchen.
Wenn ein zulassiger Weg uber auflere Strecken fuhren kdnnte, findet sich vielleicht an e oder 7 eine Bresche. Da

solche Wege nicht zugelassen werden, brauchen wir in A und C nur Enden und nicht Schleifen.
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Abbildung 1

Obgleich in der Definition einer Schleife, eines Endes oder eines Knotens die zwei Strecken o und o’ nicht
symmetrisch auftreten, spielen sie in der Tat dieselben Rollen, denn {«, o/, o, a} ist eine zulassige Schleife, die

o und o/ umtauscht.

Obgleich wir Verbindungen zwischen benachbarten Strecken ausgeschlossen haben, sind einige fast entartete
Schleifen sehr wichtig. Das sind Schleifen {«, &/, 3, 5'}, fir die « = 8 und o und 3’ die zwei Nachbarn von «
sind. Auf der Abbildung 2.a werden funf Strecken auf einer inneren Seite abgebildet. Obwohl die Strecken o, ~,
und e mit auRerhalb des Bilds liegenden Strecken im ersten Quadrat A verbunden sind, und 3 und é mit Strecken
derselben Art in B, besteht keine Mdglichkeit diese Strecken Uber die im Bild gezeigten Strecken zu verbinden.
Dementsprechend kann ein Teil eines breiten zugelassen Weges angelegt werden, wie auf der Abbildung 2.b. Es
ist jedoch wohl madglich, daB dieser Teilweg, der sich zwischen den sich nicht einander berihrenden, von aul3en

ankommenden Verbindungen schlangelt, nicht bis zum Rand ausgebaut werden kann.
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€

Abbildung 2.a

Auf der Abbildung 2.b werden drei Schleifen A, B, C' gezeigt. Die werden aneinander angebunden mittels
Knoten der Art (a), und der zustande kommende breite Weg flihrt vom gespannten Paar {«, 5} zum gespannten

Paar {0, €}.

Abbildung 2.b

Um den Grund zu erklaren, warum die anderen Arten von Knoten und Enden eingefuihrt werden, betrachten
wir den Fall [ = 1. Die Menge %), besteht aus vier Elementen. Die werden wir gewohnlicherweise wie auf
der Abbildung 3 zeichnen. Das erste Elemente (3.a) enthélt keine nichttriviale Verbindung. In (3.b) und (3.c)

ist eine einzige nichttriviale Verbindung vorhanden, die einander gegentber liegende Strecken verbindet. In
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(3.d) sind alle einander gegenuber liegenden Strecken verbunden. Also im Gegensatz zu (3.b) und (3.c) sind
zwei nichttriviale Verbindungen vorhanden statt einer einzigen. Nur im Fall (3.d) ist die Funktion ¢ ungleich
der Funktion y. Die Funktion (3.d) ist zur Funktion (3.a) dual. Die Funktionen (3.b) und (3.c) sind dagegen

selbstdual.

Wir betrachten die Abbildung & = ®}. Auf der Abbildung (4.a) werden die vier Zustande y; ;, 1 <i,j < 2,
gezeigt. Das Bild y = ®((y;,;)) enthalt offensichtlich keine nichttriviale Verbindung. Die dualen Zusténde
werden auf der Abbildung (4.b) gezeigt. Es mulR gezeigt werden, warum ®* angewandt auf diese Zustande die
Funktion liefert, die alle nichtbenachbarten Strecken verbindet. Wenn dagegen ® auf diese Zustande angewandt
wird, erhalten wir diejenige Funktion, die folgende nichttriviale Verbindungen enthalt und keine andere: (v, 7’);
(v,6"); (6, ¢€); (6,7"). Wenn der Satz 11.C.3 gilt, muB ®* und (4.a) eine Funktion liefern, die alle nichtbenachbarten
Paare auRer (6’,7) und (7', ¢'), die wenigstens eine der vier senkrechten Strecken -y, v/, §, ¢’ enthalten, verbindet,

die aber keine Verbindung von ungleichen waagerechten Strecken enthalt.

=
3c 3d
3a 3b

Abbildung 3

Wir behandeln zunachst ®* und (4.a) und erklaren wie die horizontalen Verbindungen entstehen. Weil v und o’
sowie ¢ und [ benachbart sind, sind {a, o/, v} und {3, ', 6} zulassige Enden. Die werden gebunden durch den
Knoten {a, o/, 3, 3’} der Art (c). Folglich sind v und ¢ verbunden. Um ~ mit ¢’ zu verbinden, legen wir einen
breiten Weg an, der mit dem Ende {v, o, o’} beginnt. Mittels des Knotens {«, o', 3, 8} binden wir dieses Ende
an die zuléssige Schleife {#', 8, 3,d}. Da ¢ eine auRere Strecke ist, und g inner, ist {9, 3, ¢’} ein zulassiges Ende,
das wir durch einen entarteten Knoten eine der Art (b) an die Schleife {3’, 3, 3, §} binden kdnnen. Folglich sind
~ und ¢’ verbunden. DaR die Verbindung von ¢ mit v' auch vorhanden ist, wird ahnlich gezeigt. Eine letzte
horizontale Verbindung, die noch fraglich ist, ist die von ¢’ mit +’. Von ¢’ aus erreichen wir auf dem Weg nach ~
das gespannte Paar {a, o/}. Dieses Paar ist auch in der zulassigen Schleife {«, o/, o/, v} gespannt. Mittels des

entarteten Knotens {, o/, v, &'} der Art (b) wird diese Schleife an das Ende {+, &', v} gebunden.
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Abbildung 4.a

T
v 4 e P o
L

® Abbildung 4.b°

Die Verbindung von ~ mit ' entsteht, indem man mit dem Ende {~, «,n} beginnt, und es mittels des
trivialen Knotens {«, 7, , '} an das Ende {«, 7,7} bindet. In derselben Weise erhalt man die Verbindung von

o mite

Damit eine gegebene aufiere Strecke Glied einer nichttrivialen Verbindung sei, muf3 sie entweder schon in
dem sie enthaltenden Quadrat nicht trivial mit einer zweiten Strecke verbunden sein,was bei [ = 2 ausgeschlossen
ist, oder zu einem Ende gehoren. Die waagerechten Strecken in (4.a) gehdren nur zu zuléssigen Enden der Art
(b). Fir die Strecken € und n kann das entsprechende Ende nicht fortgesetzt werden. Fir n” und e kann es auf

nur eine Weise fortgesetzt werden, und fiihrt dann entweder zu ~ oder jeweils zu §

Wenn wir ®* auf (4.b) anwenden, bekommen wir alle Verbindungen die bei (4.a) vorhanden sind. Daruber
hinaus bekommen wir wegen der Symmetrie bezuglich der zweien Richtungen, der horizontalen und der ver-
tikalen, alle vertikalen Verbindungen. Wenn wir (4.b) in einer der mittleren Achsen spiegeln, enthalten die

vier sich daraus ergebenden Elemente aus %), alle Verbindungen, die in (4.a) vorhanden sind. Folglich sind im
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groReren aufleren Quadrat alle Verbindungen zwischen nichtbenachbarten horizontalen und vertikalen Strecken
auch vorhanden.

Da der Fall | = 1 und n = 2 zu MiRverstandnissen fuhren kann, weil wir besonders bei der Anwendung
von ®* auf (4.a) alle entstehenden Verbindungen aus fast gar nichts aufgebaut haben, betrachten wir auch den
Fall = 1,n = 3 und Funktionen (y; ;), 1 <, j < 3, die denen in (4.a) und (4.b) &hnlich sind. Die werden in den

Abbildungen (5.a) und (5.b) aufgezeichnet.

Abbildung 5.a

Abbildung 5.b

Die Abbildung ® = &1 bildet (5.a) an die Funktion ab, die keine nichttriviale Verbindung enthélt. Das
Bild von (5.b) ist dagegen die Funktion, die alle moglichen Verbindungen enthélt, auBer denen, die € oder 7
mit einer anderen Strecke verbinden. Folglich nach dem Satz I1.B.3 enthalt das Bild von (5.a) beztglich ®*
nur die Verbindungen zwischen v und »’ und zwischen ¢ und ¢ und sonst keine nichttriviale Verbindung.
Die Verbindung von n’ mit ~ entsteht, indem man mit dem Ende {7’, «,n} der Art (b) beginnt, und mittels
eines trivialen Knotens es an das Ende {v,7, a} bindet. Im Gegensatz zu (4.a) und ®3 kommen keine andere
Verbindungen zustande. Dall ®* angewandt auf (5.b) die Funktion ergibt, die alle nichttrivialen Verbindungen

enthalt ist weniger erstaunlich, und leicht einzusehen.

lll. Zusatzliche theoretische Entwicklungen
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II.LA. UnregelmaBiges Aufhaufen. Dem quadratischen Aufhaufen, das verwendet wird, um © zu definieren,
fehlt eine gewisse Geschmeidigkeit, da es sich als guinstig erweist, die Beweise mittels eines Induktionsarguments
durchzufiihren. Zu diesem Zweck wollen wir die kleinen Quadrate einzeln dem groRen Haufen hinzuftgen.
Wir stellen uns vor, die ganze Ebene sei regelmaRig aufgeteilt in Quadraten, so dal um jeden ganzzahligen Git-
terpunkt in der Ebene ein zunéachst leeres Quadrat der Seitenlange 1 liegt, in das wir eine Fliese einlegen kdonnen.
Eine endliche Anzahl solcher eingelegten Fliesen, oder die entsprechende Vereinigung von Quadraten, wird
einfach zusammenhéangend genannt, wenn sie erhalten wird, indem man mit einem gedeckten Quadrat beginnt,
und gewisse zu beschreibende Gesetze einhaltend die anderen eins nach dem anderen hinzufligt. Diese Gesetze
schreiben vor, wie die neue Fliese der alten Konfiguration von Fliesen angelegt werden kann. Im wesentlichen
wird es verlangt, dal? der Rand des Haufens bei jedem Schritt eine einfach zusammenhangende Kurve bleibt,
wie er beim ersten Schritt, bei dem der Haufe aus einem einzigen Quadrat besteht, ist. Wir beschreiben alle
zugelassenen Hinzufligungen eines Quadrats einer schon vorhandenen zugelassenen Konfiguration. Damit wir
leicht auf diese Beschreibung hinweisen kdnnen, stellen wir uns vor, daR die neue Fliese um den Punkt (0, 0)
eingelegt wird, und die Moglichkeiten nur bis auf Drehungen und Spiegelungen beschreiben. Dann kdnnen wir

annehmen, dal das Quadrat um den Punkt (—1,0) schon besetzt ist.

(i) Keins der drei Quadrate an den Punkten (0,1), (1,0), und (0, —1) ist schon besetzt. Dann gibt es zwei

wesentlich verschiedene Maoglichkeiten.

(@) Weder (—1,1) noch (—1, —1) ist schon von einer Fliese gedeckt.
(b) Der Punkt (—1, —1) ist gedeckt, und der Punkt (—1, 1) nicht gedeckt.

(c) Beide Punkte (—1,+1) sind schon gedeckt.

(ii) Der Punkt (0, 1) ist schon gedeckt, aber weder das Quadrat an dem Punkt (1, 0) noch das am Punkt (0, —1)

ist schon besetzt.

(@) Weder der Punkt (—1,—1) noch der Punkt (1, 1) ist schon von einer Fliese gedeckt.
(b) Der Punkt (—1, —1) ist schon von einer Fliese gedeckt; der Punkt (1, 1) aber nicht.

(c) Beide Punkte (—1,—1) und (1, 1) sind schon gedeckt.
(iii) Die Punkte (0, 1) und (0, —1) sind schon gedeckt; der Punkt (1, 0) aber nicht gedeckt.

(@) Weder der Punkt (1, —1) noch der Punkt (1, 1) ist schon gedeckt.
(b) Der Punkt (1, —1) ist schon von einer Fliese gedeckt, der Punkt (1, 1) aber nicht.

(c) Beide Punkte (1, —1) und (1, 1) sind schon gedeckt.
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Es muR bei jeder neu eingelegten Fliese bewiesen oder verlangt werden, dall der Rand einfach zusam-
menhangend bleibt, und insbesondere, dal keine Fliesen einander allein an einer Ecke beruUhren, ohne daf
wenigstens eins der anderen zwei Quadrate, zu denen diese Ecke gehort, auch schon besetzt ist. Deshalb wird es
vorausgesetzt oder leicht bewiesen in den einzelnen Fallen:

(i) Keiner der zweien Punkte (1, +1) ist schon gedeckt.

(ii) Der Punkt (1, —1) ist noch nicht gedeckt. Der Punkt (—1, 1) ist dagegen notwendigerweise, da wir bisher die
Gesetze eingehalten haben, schon gedeckt.

(iii) Die Quadrate an den Punkten (—1, £1) mussen schon besetzt sein.

Esistklar, daR wir das urspriingliche quadratische Aufhaufen von n? Quadraten auf diese Weise erhalten kdnnen.

Das neu besetzte Quadrat hat vier Seiten, die wir nach einem offensichtlichen Prinzip mit S,, S,, S; und
S, bezeichnen. Einige dieser Seiten gehdren zum Rand des alten Haufens. In jedem Fall wird eine zusam-
menhangende Menge dieser Seiten an ein Intervall aus dem Rand des alten Haufens geklebt, und der Rand des
neuen Haufens besteht aus der Vereinigung der ubriggebliebenen Teilen der Rander des Quadrats und des alten
Haufens. Er ist folglich eine einfach zusammenhangende Kurve. Wie bei dem quadratischen Aufhaufen stellen
wir uns vor, daR der Rand jedes Quadrats £ im Haufen aufgeteilt in 4/ Strecken der gleichen Lange ist. Es sei 2q
die Menge dieser Strecken. Der Begriff einer &uReren oder einer inneren Strecke dndert sich bei dem Ubergang
vom alten Haufen $ zum neuen $’. Damit wir die Entwicklung der Wege und insbesondere der breiten Wege
dabei verfolgen konnen, mussen wir im voraus vorschreiben, welche Strecken in den Randern der verschiedenen
Quadrate bei wiederholter Hinzufiigung noch eines Quadrats innere Strecken des Haufens werden konnen. Zu
diesem Zweck sei fur jedes £ eine Untermenge I von 2y vorgegeben. Wir nehmen an, dal bei jedem Schritt

die zusammengeklebten Strecken alle in der Vereinigung
Ualn

liegen. Folglich kdnnen nur Strecken aus dieser Vereinigung innere werden. Fur ein quadratisches Aufhaufen
ist jedes I implizit als die Menge aller inneren Strecken aus 24 definiert. Wir werden an den entsprechenden

Stellen den Zweck der Menge I genauer erklaren.

Fir einen gegebenen Haufen $ sei S die Vereinigung aller Strecken aus allen 24, Q C $, die zum Rand
gehoren, also die Vereinigung aller aufleren Strecken. Es sei Is die Menge aller Strecken die gleichzeitig auf3ere
sind und zu einer der Mengen I, Q C $ gehoren. Wir nehmen an, daB flir jedes £ im Haufen eine Funktion
Yo in Y, vorgegebenen ist. Sie wird als Funktion auf 2[5 betrachtet. Mittels dieser vorgegeben Funktionen
werden vier Funktionen yg, 7s, s, und y& auf S x S mit Werten in {0, 1} definiert. Die Funktion ys wird aus
ys abgeleitet, indem man den Wert von g allein an benachbarten Paaren abandert, wo er dann 0 wird. Genau

so wird auch y§ aus 95 abgeleitet, so daf in der Tat nur zwei Funktionen definiert werden mussen.
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Wir definieren gg mittels der Menge {§q|Q C 9}, in genau derselben Weise, wie wir ®(y’) durch {g; ;}
definierten. Die Funktionen yo werden aber etwas anders definiert. In der Tat sind die Mengen I5 zu nichts
anderem als zu diesem Zweck eingeflhrt worden. Die Funktion g unterscheidet sich von der Funktion ya nur
an benachbarten Paaren. Damit g («, ) = 1 muB entweder « oder 3 in I liegen, und ferner muB es einen
Zyklus («,~, 3, 6) geben, fir den yq(o,v) = 1 und yq(B,d) = 1. Die Funktionen g sind folglich definiert
nicht allein mit Bezug auf den zu betrachtenden Haufen sondern auch auf weitere vergrofierte Haufen. Es ist
ys(a, B) = 1, dann und nur dann wenn es einen zuldssigen Weg gibt, der von « € S nach g € S fihrt. Um den

nachsten Satz auszudrlcken, brauchen wir eine Definition, die erst im nachsten Abschnitt angegeben wird.

Satz lIl.LA.1 Die Funktion ys erfillt die Bedingungen (3.b.1) und (3.b.4). Die Funktion yg ist folglich eine

Menge von Verbindungen im Sinne des ndchsten Abschnitts.

Die Funktion g wird mit Hilfe des Begriffes eines zugelassenen breiten Weges eingefuhrt. Wie bei einem
guadratischen Aufhaufen werden breite Wege aus Schleifen, Enden, und Knoten zusammengesetzt. Diese Begriffe
mussen jedoch leicht abgeandert werden, damit wir ein Induktionsverfahren durchfihren konnen. Insbesondere
mussen die Mengen I in Betracht gezogen werden. Da ahnliche Begriffe nochmals im néachsten Abschnitt

eingefuhrt werden mussen, begntigen wir uns damit, daR wir die Unterschiede hervorheben.

Schleifen. Eine Schleife {a, o/, 3, 3’} besteht jetzt aus Strecken, die zu einem gemeinsamen 2[5 gehoren. Die
zusétzliche Bedingung ist, daf3 die Schleife nur dann zugelassen wird, wenn g (o, ') = 0 und g (5,5’) =0

sind.
Enden. In einem Ende {a, o/, 8} muB gq(a,a’) =0

Knoten. Sie sind wieder von drei Arten. Fur die Arten (a) und (b) kommt keine neue Bedingung hinzu. Far
einen Knoten der Art (c) bilden die vier Strecken die Arme eines Kreuzes, und « ist zu o’ orthogonal, sowie 3 zu
', Es mussen allerdings wenigstens drei der dieses Kreuz berihrenden Quadrate zum Haufen gehoren, aber es
ist gleichgultig welche. Im Gegensatz zum quadratischen Aufhaufen gehdren vielleicht nicht alle vier das Kreuz
umgebenden Quadrate zum Haufen. Es wird jedoch verlangt, daB « und o’ zu einem gemeinsamen Quadrate £

gehoren, und 5 und 3’ zu einem gemeinsamen ‘.

Um diese Definition teilweise zu erklaren, beweisen wir einen einfachen Hilfsatz.

Hilfsatz I1lLA.2 FEs seiy € ;. FEs seien a und [ zwei benachbarte Strecke aus 2, die durch § mit einem
gemeinsamen «y verbunden sind. Dann gibt es kein Paar {v,0} der Art, daff (o, 3,7,9) ein Zyklus ist, und
y(a,8) =1 und y(B,0) = 1.

Wir nehmen an, es existiert ein solches Paar. Man beweist den Hilfsatz, indem man bemerkt, dal g und
einerseits in dem Intervall [«, 7] enthalten werden missen, das 3 enthalt, und andererseits in dem Intervall [3, 7],

das « enthalt. Dies ist ein Widerspruch. Als unmittelbare Folge dieses Lemmas bekommen wir ein zweites.
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Hilfsatz I1I.LA.3 Es seien Q € ) und o und (8 zwei benachbarte Strecken in Agq. Sei vorausgesetzt, dafS es
eine Strecke € € 9, die ungleich o und 8 ist, gibt, fur die die Gleichungen §a(e,a) = 1 und ga(e,3) =1
gelten. Dann ist ga(a, 3) = 0.

Wenn («, 8,7, d) ein Zyklus ist, dann ist entweder ¢ £ v oder € # §. Wenn zum Beispiel ¢ # ~, gibt es eine
Reihenfolge, in der die Menge {«, (3,7, €} ein Zyklus wird. Diese Hilfséatze erlauben uns, alle Konstruktionen fur
ein quadratisches Aufhaufen als spezielle Falle derselben Konstruktionen fur ein unregelmafiges Aufhaufen zu
betrachten. In der Tat sind die zusatzlichen Bedingungen fr Schleifen und Enden tberfllssig. Sie erweisen sich

nur im nachsten Abschnitt als unentbehrlich. Wir haben es dennoch vorgezogen, sie an dieser Stelle einzufthren

Diese neuen Definitionen gestatten uns eine neue Definition eines breiten zugelassen Weges, und schlie3lich
der Funktion gs. Bei der Aussage des nachsten Satzes greifen wir zu den Definitionen des nachsten Abschnitts

vor.
Satz I1l.LA.4 Die Funktion ygs ist zur Funktion ys dual.

Der Satz selbst wird als Folge des Satzes 111.B.3 im Abschnitt 111.C bewiesen werden. Wir schlielfen sofort

aus dem Satz, daf yg eine Menge von Verbindungen im Sinn des néchsten Abschnitts ist.

111.B. Mengen von Verbindungen. Wir betrachten einen Kreisrand oder allgemeiner eine einfach geschlossene
Kurve. Diese Kurve teilen wir in geschlossenen Intervallen auf, die wir Strecken nennen. Es sei S die Menge der
Strecken. Eswird immer angenommen, da S wenigstens zwei Elemente enthalt. Normalerweise durchschneiden
sich zwei Strecken entweder Gberhaupt nicht oder in einem einzigen Punkt. Wenn ausnahmsweise .S nur zwei

Strecken enthélt, dann haben diese Strecken zwei Endpunkte gemeinsam.
Der Begriff eines Zyklus aus S ist klar. Er bedeutet eine Reihe («, 3,~,d) von vier Strecken aus S in der
Reihenfolge, in der man ihnen begegnet, wenn man die Kurve in einer oder der anderen Richtung durchlauft.

Eine Menge von Verbindungen in S ist eine Funktion yg auf S x S mit folgenden Eigenschaften:

(3.b.1) Jede Strecke ist mit sich selbst verbunden, so daR ys (o, ) = 1.
(3.b.2) Keine Strecke ist mit einem Nachbarn verbunden, so da ys(a, 8) = 0, wenn « und 3 benachbart sind.
(3.b.3) Wenn (a, 3,7, d) ein Zyklus ist, und ys(«, v) sowie ys(/3,0) gleich 1 sind, dann ist ys(a, 8) = 1, auRerdem
wenn « und 3 benachbart sind.
Jeder Menge von Verbindungen ys kdnnen wir eine duale Menge s zuordnen. Wie vorher, setzen wir
9s(a,y) gleich 1 dann und nur dann, wenn es keinen Zyklus (a, 8,7, d) gibt, in dem ys(8,5) = 1 ist. An-
schaulicher ausgedruickt besagt diese Bedingung, dal? o und v durch keine Verbindung aus y s getrennt werden.

Die Funktion gg selbst ist nicht die duale Funktion, da es vielleicht die zweite Bedingung einer Menge von
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Verbindungen nicht erfdllt. Die duale Funktion selbst, i3, erhalten wir, indem wir alle Verbindungen von be-
nachbarten Strecken aufheben. Es gilt also y%(«, 8) = §s(«, 8), wenn e und 3 nicht benachbart sind. Dagegen

gelten fur ein benachbartes Paar die Gleichungen,

yS(avﬂ) = 17
ys(a, B) =0.

Wir ziehen es jedoch vor, mit g zu arbeiten, und werden oft von ihm als von der zu ys dualen Menge reden.

Der nachste Satz wird im Abschnitt IV bewiesen werden.

Satz I11.B.1
(1) Die Funktion y% ist eine Menge von Verbindungen.

(2) Die zu y§ duale Menge ist yg.

Es ist gewohnlicherweise vorteilhaft, einer Menge von Verbindungen ein zweites und ein drittes Datum
hinzuzuflgen. Der in dieser Weise zustande kommende Gegenstand wird auch eine Menge von Verbindungen
genannt. Um die neuen Objekte von den alten zu unterscheiden, statten wir das entsprechende Symbol mit
einem Querstrich aus. Das erste Datum ist eine Untermenge Is von S; das zweite ist eine Menge zs von
Kurzverbindungen. Diese Menge zg ist eigentlich eine Funktion auf S x .S der Art, daB zg(«, 8) = 0 ist, auRer
wenn « und 3 benachbart sind. Die Kurzverbindungen verbinden deshalb nur benachbarten Strecken. AuBer
dieser ersten Bedingung ist der Menge zg eine zweite Bedingung auferlegt. Es sei («, 3,7, 9) ein Zyklus, fur
den ys(a,y) = ys(B,0) = 1ist. Wenn « und 3 benachbart sind und eine in I liegt, dann verlangen wir, daf
zs(a, B) = 1. Die Menge i erhélt man, indem man den Verbindungen in y ¢ die Verbindungen in zg hinzuflgt.

Die Funktion yg erflllt die folgende Bedingung:

(3.b.4) Wenn (a, 3,7, 6) ein Zyklus ist, und g5 («, v) sowie gs(/3,0) gleich 1 sind, dann ist gs(a, ) = 1, auRerdem

wenn « und (3 benachbart sind, und beide auBerhalb Ig liegen.

Sie erfullt dagegen die Bedingung (3.b.2) nicht. In gewisser Hinsicht ist es vorteilhaft nur mit der Menge
95 zu arbeiten. Ihr werden nur die triviale Bedingung (3.b.1) sowie die Bedingung (3.b.4) auferlegt. Ihre Werte
auf benachbarten Elementen sind beliebig bis auf die Beschrankungen, die aus Bedingung (3.b.4) folgen. Die
Bedingung (3.b.2) ist fur die Perkolation wichtig, den kombinatorischen Konstruktionen dagegen eher nutzlos

und lastig. Alle in ys und zg enthaltene Auskunft ist auch in s enthalten.

Wir stellen uns einen Kreis vor, in dem ein Durchmesser ausgezeichnet ist. Die Enden des Durchmessers
schneiden den Kreisrand in zwei Kurvenbogen auf. Die Vereinigung des Durchmessers und eines Bogens ist
eine einfach geschlossene Kurve. Es sei S und T Aufteilungen der beiden in dieser Weise zustande kommenden
geschlossenen Kurven. Wir nehmen an, dal der Durchmesser selbst eine Vereinigung von Strecken ist, die

gleichzeitig zu S und zu T gehdren. Es seien Q = S N T die Menge dieser gemeinsamen Strecken und R die
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Menge der Strecken, die im Rand enthalten sind. Dann ist R = S A T'. Die Strecken aus Q nennen wir innere,

und die aus R nennen wir dujfSere. Die Menge R ergibt eine Aufteilung des Randes.

Es seien ys und g7 zwei Mengen von Verbindungen. Wir wollen diese zwei Mengen zusammenkleben,
um eine dritte Menge yr auf R zu bilden. Statt yr unmittelbar zu definieren, definieren wir . Aus dieser
Menge bekommen wir yr, indem wir alle Verbindungen von Nachbarn aufheben, und z g, indem wir nur die
Verbindungen von benachbarten Elementen in Betracht ziehen. Wir setzen voraus, dal die Menge @ zu dem

Durchschnitt Ig N I7 gehort. Die Menge Ig sei Is A Ir.

Es seien ao und [ zwei Strecken aus R. Ein zulassiger Weg, der von « nach g fihrt ist eine Reihe

A= Q0. Oy Q1 = 3,

inder ay, ..., a, alle inner sind. Ferner muf jedes Paar {«;, a;+1}, 0 < i < r, entweder durch s oder durch gp
verbunden sein. Fur ¢ = 0 oder 7 = r, ist die Verbindung in ys oder yr je nachdem, ob die entsprechende Strecke
« oder 8 in S oder T liegt. Es ist auch moglich, dall » = 0. Dann ist der Weg eine unmittelbare Verbindung

zwischen « und 3 aus einer der zweien Mengen 35 und gr. Der nachste Satz wird in V.D bewiesen.

Satz I11.B.2 Die Funktion g erfillt die Bedingung (3.b.1) und die Bedingung (3.b.4) beziglich der Menge
In.

Wir wollen die zwei Mengen g5 und g unabhangig zusammenkleben. Die zu diesem Zweck notige
Definition ist leider etwas umstandlich und verlangt die EinfUhrung einiger zusatzlicher Definitionen, mit denen
wir in einem anderen Zusammenhang schon vertraut sind, so daf? wir nicht weiter versuchen werden, die Begriffe

anschaulich zu machen. Die zusatzlichen Bedingungen sind jetzt unentbehrlich.

Schleifen. Eine Schleife ist eine vier-tupel {«, o/, 3,3’} aus S oder T', in dem « und ( die Hauptgegenstande
sind, und o’ und 3’ nur zusatzlich. Die Strecken oo und § mussen beide innere sein. Es sind ferner o und o’
sowie 8 und 3’ benachbarte Paare. Wenn 75 und g vorgegeben sind, hei3t eine Schleife zulassig, wenn o und
o’ mit 8 und 3’ verbunden sind, entweder durch §js oder g7, je nachdem ob das jeweilige Paar in S oder in T
liegt. Es mussen ferner die Gleichungen yp(c, o’) = 0 und gp(53, 5') = 0 gelten, wobei P gleich S oder T ist, je
nach der Lage des Paares. Es sind die zulassigen Schleifen, die von Hauptinteresse sind. Die Elemente in einem

Paar {a, o'} oder {8, 3’} werden oft gespannt geheilRen.

Enden. Ein Ende besteht aus drei Strecken {«, o/, 8}, und o und ' bilden darin ein gespanntes Paar. Sie sind
benachbart. Das Element 3 ist ein auReres. Das Element a mull dagegen ein inneres sein. Zulassige Enden sind

von zweierlei Arten. Es sei P gleich S oder T, je nachdem wo (3 liegt.

(8) Esgilt jp(a, ) = gp(a’, ) = L Esgiltgp(a,a’) = 0.
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(b) Die Strecke o’ ist eine duRere und f ist ein Nachbar von a. Wenn 3 # o' sind diese zwei Strecken in
R notwendigerweise benachbart, bis auf den Fall, dall « die einzige innere Strecke ist. Dann wird diese

Bedingung zusatzlich verlangt.

Der Fall, daR 8 = o ist, ist von geringem Interesse, denn dieses Ende erweist sich als Gberfllissig. Obwohl
bei den Enden sowie bei den Schleifen o und o’ oder 5 und 3’ nicht symmetrisch auftreten, wird die Symmetrie

wieder hergestellt mittels der Definition eines Knotens.

Knoten. Ein Knote {a, o/, 3,3’} besteht aus vier Strecken. Es sind wieder beide Paare {«, o'} und {8, 5’}

benachbart. Knoten sind alle zulassig und von zweien Arten.

(@) Alle vier Strecken im Knoten sind innere, und entweder o = S und o’ = 8’ oder a = 8 und o/ = §3.

(b) Die Strecken o und 3 sind innere, und o = 3. Die Strecken o’ und 3’ sind dagegen auBere.

Es seien o und 3 zwei aulRere Strecken. Ein breiter zuldssiger Weg, der von « nach g flhrt, ist zunachst eine
Reihe
C—l; sy CQT-‘,—l)

der gewisse naher zu beschreibende Bedingungen auferlegt werden. Es bestehen zwei Moglichkeiten. Eine ist
trivial. Die ganze Zahl r = —1, die Strecken o und (3 liegen beide entweder in R N .S oder in R NT, und sie
sind verbunden durch die jeweilige Menge ¢ p von Verbindungen, wobei P gleich S oder T ist. Es gilt also
gp(a,3) = 1. Das einzige Element C'_; der Reihe ist das Paar {a, 8}. Wir reden von einer unmittelbaren

Verbindung. Sonst ist r > 0. Das erste Glied der Reihe ist ein zulassiges Ende
C_1={a=a_1,ap,a,}.
Die Glieder C5;, 0 < i < r, sind alle Knoten,
Cai = {aai, gy, i1, a4 )

Die Glieder C;41, 0 < i < r, sind zuldssige Schleifen,

Coiy1 = {2iy1, 0/21:4-17 a2i42, 04/2i+2}-
Es ist schliellich C5,- 1 ein zulassiges Ende,

Cort1 = {Q2r41, 09,41, Q22 = B

Diese Beschreibung eines zulédssigen breiten Weges ist etwas umstandlich, und es ist normalerweise einfacher

statt allen Schleifen, Enden, und Knoten, die Reihe,

/ / / /
Q= Q_1,00, Q0 ..., Q25 Qgyy 02541, Moji 1y -y A2p 41, Oopy 1, A2r 42 = 5
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anzugeben. Wir setzen jr(«, 3) = 1, dann und nur dann, wenn es einen breiten zul&ssigen Weg gibt, der von
« nach g fuhrt. Es ware nach wie vor genauer von einem von ¢gs, 97, ¥s, und gy zugelassenen Weg, oder
wenigstens von einem von yg und yp zugelassenen, zu reden. Wir erlauben uns jedoch etwas Nachlassigkeit in

den Redewendungen.

Als Beispiel eines etwas entarteten breiten Weges, betrachten wir zwei benachbarte aufere Strecken, o € S

und 8 € T. Es sei v ihr gemeinsamer Nachbar in Q. Dann ist

C—l = {aa’}/vﬁ}
CO = {77047’755}
Cl = {aa’}/vﬁ}

ein breiter zugelassener Weg, der von « nach 3 fihrt. Folglich sind zwei solche Elemente immer durch gr

verbunden. Allgemeiner gilt
Satz I11.B.3 Die Menge i ist zur Menge yr dual.

Dieser Satz wird in V.D bewiesen. Damit wir diesen Satz sowie die vorhergehenden auf das Aufhdufen
verwenden konnen, brauchen wir zwei Hilfsatze. In diesen Hilfsatzen wird der Begriff einer Schleife leicht
abgeandert. Eine Schleife oder Ende im schwachen Sinn erfullte dieselben Bedingungen wie eine Schleife oder ein
Ende, nur daR im zweiten gespannten Paar beide Elemente duRere sein kdnnen. Ubertriebenerweise nennen wir
{a, &/, 3, 5’} eine zulassige Schleife im sehr schwachen Sinn, wenn beide gespannte Paare nur auRere Elemente
enthalten. Diese ungeschickt benannten Begriffe werden sehr selten verwendet. Nichtsdestoweniger sind die
nachsten zwei Hilfsatze den Beweisen der Hauptergebnisse unentbehrlich, und ermdoglichen das Verwenden
des Induktionsverfahrens. Sie erklaren die Einfihrung der Mengen Is und I und die Bedingung, die einem
gespannten Paar in einer zugelassenen Schleife oder in einem zugelassenen Ende auferlegt wird. Ein zugelassenes
Ende oder eine zugelassene Schleife in R wird aufgebaut als Kette von zugelassenen Schleifen, Enden, und Knoten
inSundT.

Hilfsatz 111.B.4 FEs scien a, 3, und (3 drei Strecken aus R. FEs sei vorausgesetzt, dafS es einen zuldssigen
Weg,
Cfl, ey Cngrl,

gibt, der von « nach B fihrt, sowie einen zuldssigen Weg
D_q,...,Dosy1,

der von a nach ' fihrt. Es sei weiter angenommen, daf8 §r(8,5") = 0. Es werden zwei Mdglichkeiten

unterschieden:
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(1) Die Strecken B und 3’ gehoren beide entweder zu Is oder zu It. Dann existiert eine Reihe,
E_l, - ,E2t+1,

die genau so gebildet ist, wie ein zuldssiger breiter Weg, der am Punkt o anfingt, nur daf$ das letzte

Glied FEai4+1 nicht ein Ende sondern eine Schleife, zuldssig im schwachen Sinn,
E2t+1 - {72t+1; Vét—i-lv ﬂv ﬂ/}a
oder in Ausnahmefdllen, dafi t = —1, ein zuldssiges Ende, wieder im schwachen Sinn,

E2t+1 = {771757 ﬂ/}v

1st. Es ist y_1 = a.

(2) Die Strecke B gehért zu Is und die Strecke 3 zu It. Es sei~y der zu 8 und 3/ gemeinsame Nachbar in

Q. Dann existiert eine Reihe dhnlicher Art, in der das letzte Glied eine zuldssige Schleife

Eatv1 = {v2t+1, V3141, 7, B}

oder
Eorv1 = {2141, Va141,7, 8’}
ist, und im Ausnahmefall t = —1, ein Ende
E_1={v-1,7 8}
oder

E_ = {nyla’yvﬂ/}

Wir betonen, daB im ersten Teil des Hilfsatzes, wenn zum Beispiel 5 und 8’ beide zu S gehoren, dann ist
7s(8,8') = 0, und ferner im zweiten Teil ist 75 (v, 8) = 0 oder gs/ (v, 3") = 0, je nachdem welches Paar {v, 3}
oder {~, 8’} in Eq:41 auftritt. Der zweite Hilfsatz unterscheidet sich kaum vom ersten. Da er dem gesamten

Beweis so wichtig ist, schreiben wir ihn trotzdem vollstandig auf.

Hilfsatz I11.B.5 FEs seien o, o, 3, und 3’ vier Strecken aus R. Es seien o und o/ sowie 3 und 3 benachbart.

Es gelten folgende Gleichungen:

gR(avﬁ) = gR(alvﬁ) = QR(OK, I) = QR(O/aﬁ/) =1
0

yr(a, ') =9r(B,0') =
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(1) Wenn o und o’ zu einem gemeinsamen Ip, P =S oder P =T, und 3 und 8’ zu einem gemeinsamen
Ip: gehoren, existiert eine Reihe,

Eflv" 'aE2t+17

die genau so gebildet wird, wie ein zuldssiger breiter Weg, bis auf das erste und das letzte Glied. Diese
sind zuldssige Schleifen im schwachen Sinn und folgenderweise gestaltet:
E*l = {Oé, O/a Yo, P)/(/)}a
Earp1 = {72t+1, Y2041, 3, 6’}
Ausnahmsweise, wenn t = —1, ist E_1 eine Schleife im sehr schwachen Sinn.

(2) Wenn die Strecke 8 zu Is gehort und die Strecke 8 zu IT, und die Strecken o und o' dagegen zu derselben
Menge S, sei v der zu 8 und 3’ gemeinsame Nachbar in Q. Dann existiert eine Reihe dhnlicher Art,

in der das letzte Glied eine zuldssige Schleife

Eory1 = {72t41: Y0415 7, 5}

oder
Eorr1 = {v2t41, Y0041, 7: '}
ist, und im Ausnahmefall t = —1, eine Schleife
E—l - {7—177/71;,}/76}
oder

E—l = {7—177/71;776/}

zuldssig im schwachen Sinn

Es kommt allerdings noch ein dritter Fall vor, wenn o und 3 zu S gehoren und o’ und 8’ zu T'. Die Aussage
muld dann entsprechend geandert werden. Dies Uberlassen wir dem Leser. Es stellt sich heraus, daf wir noch
was beweisen mussen, um das Induktionsverfahren erfolgreich durchzufiihren. Obwohl wir yg, yr und I
eingefuhrt haben, haben wir die Funktion yz mit Hilfe der Funktion ¢ r definiert, und nicht umgekehrt wie far
1Yo Es erweist sich, dal die durch yr und I'r definierte Funktion nicht immer die durch zuléssige Wege definierte
Funktion ist, auch wenn vorausgesetzt wird, da ys und yr durch yg, yr, Is, und Ip definiert werden. Ein
einfaches Beispiel wird auf der Abbildung 6 gezeigt. Es gehdren « und 3 zu I, und yg(v,d) ist 0, wenn ~y # 6.
Der Weg von « nach 3 kann bei wiederholten Zusammenklebung wichtig werden, Die Abweichung der beiden
Definitionen von ¢ voneinander wird uns in der Mitte des nachsten Abschnitts einige Schwierigkeit bereiten.

Die folgende Bedingung ist leider beim Zusammenkleben nicht erhalten, und wir brauchen einen Ersatz.
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(3.b.5) Es sei s eine Menge von Verbindungen und I s eine zusatzliche Menge in S. Es sei {3, 3’} ein benachbartes
Paar aus S mit 5 € Ig. Es sei ferner o ungleich 5 oder 4/, und §s(a, 5) = 1 und js(«, 8') = 1. Dann gilt
ys(8,0') = 0. Es giltauch gs(3, 8’) = 0, wenn weder 3 noch 3’ zu Is gehort.

Wenn wir yg aus gs ableiten, dann hat diese Bedingung zur Folge, daf 35 wiederum aus ys und /g abgeleitet

werden kann.

Hilfsatz 111.B.6 Es sei die Anzahl der Elemente in S wenigstens 4, und es gelte die Bedingung (3.b.5) fir
das Paar {f, '} und jedes a. Wenn gys(a, 8) = 1, existiert ein Zyklus (o, 8,7,0) in S, fir den ys(a, ) =1
und ys(v,0) = 1.

Auf der einfach zusammenhangenden Kurve, die S aufteilt, beginnen wir am Nachbarn zu « auf der 3
gegenuber liegenden Seite, und gehen wir von « weg, bis wir die letzte Strecke ¢ erreichen, fir die §s(«, §) = 1.
Die Strecke ~ wird bezuglich g dhnlich definiert. Wenn g(a, 3) = 1 ist, folgt es aus der Bedingung (3.b.5), dal
die Reihe (a, 3,7, d) zyklisch ist. Da ys und s dual sind, gelten folgende Gleichungen

ys(a,d) = ys(a,v) =ys(B,7) = ys(3,0) = 1.

Somit wird der Hilfsatz bewiesen.

Abbildung 6

Um uns auf die Aussage des notigen Hilfsatzes, der einen Ersatz zur Bedingung (3.b.5) liefert, vorzubereiten,
wollen wir zu einer genauen geometrischen Vorstellung der breiten Wege, die in den zweien Hilfsétzen I11.B.4 und
111.B.5 auftreten, gelangen. Diese Vorstellung ist auch natzlich fur einen Haufen, auf den wir bald zurtckkom-
men werden. Eine (schwach) zulassige Schleife hat zwei naturlich definierte Seiten. Es seien {«, o’} und {3, 3’}
die zwei gespannten Paare der Schleife. Die Bezeichnung sei so gewahlt, daR sie nicht bertcksichtigt, welche

Strecken inner und welche &uRer sind. Es wird vielmehr verlangt, daB {«, o/, §’, 3} zyklisch ist. Dann ist eine
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Seite {a, 8} und die andere {&/, 3'}. Wir stellen uns also die Schleife als ein Band vor, das sich vom Paar {a, o'}

zum Paar {3, 8’} streckt. Die den Schleifen aus einer Reihe
W = E*lv"'vaEQtJrl

entsprechenden Bander werden in einer naturlicher Weise ausgefullt von den Knoten, oder eigentlich von den
Knoten der Art (b) und (c), denn die Knoten der Art (a) tragen nichts bei. Das Ergebnis ist ein langes Band mit

zwei Randern.

Ein Knoten der Art (b) tragt ein eingesetzes Dreieck mit Ecken o = 3, o/, und 3’ dem Band bei. Die Seiten
der zwei Schleifen, die die gemeinsame innere Strecke o = (3 enthalten, werden zusammengenaht, und zwischen
die Seiten, die o’ und /3’ enthalten, wird die Seite o', 3’ des Dreiecks eingenéht. Die Seiten (a, &) und (3, 5’) des
Dreiecks werden also direkt an die entsprechenden Enden der Schleifen angenaht. Ein Knoten der Art (c), der nur
fur Haufen auttritt, tragt dem Band ein rechteckiges Stiick bei. Die Strecken seien, in zyklischer Reihenfolge um
ihren gemeinsamen Punkt, die Strecken «, o/, §’, 3. Die Seiten (o, o’) und (8, 5’) werden an die Enden der zwei
Schleifen angenaht, und die freien Seiten sind («, 5) und (o, 3’). Wenn, wie beim zweiten Teil des Hilfsatzes
111.B.4, die letzte Schleife das Paar {3, 5’} nicht erreicht, so daB, zum Beispiel, das letzte angespannte Paar in
Es;41 gleich {v, 8} ist, dann nahen wir noch ein Stlick an das Band, ein Dreieck (3, #',~), Die Seiten (3, 5') und
(v, /') bleiben frei, und die Naht ist an der Seite (-, 3).

Auf diese Weise ergibt der breite Weg W im Satz 111.B.5 ein Band mit zwei Randern und zwei Enden. Die
Enden sind (o, ) und (3, 3’). Ein breiter Weg, wie der, der im Hilfsatz 111.B.4 beschrieben ist, ergibt dagegen
ein Band, dessen eines Ende in einen Zipfel an der Strecke « entartet. Wir betonen, dal bei dieser geometrischen
Denkweise die Strecken als Punkte vorzustellen sind, so dal das Band nur mit Vorsicht als ein Gegenstand in
derselben Ebene wie die Quadrate dargestellt werden kann. In beiden Fallen bestimmt das Band eine zyklische
Reihenfolge auf der Menge der Strecken in seinem vollstandigen Rand. Auflerdem ist der Begriff von zweien
benachbarten Strecken auf diesem Rand klar. Intuitiv ist es klar, dal 3 z-Verbindungen ein auf diese Weise
gebildetes Band nicht durchqueren kénnen. Insbesondere wenn {«a, o’} ein gespanntes Paar an einem Ende des
Bandes ist, gilt jr(«, ') = 0. Diese Aussage ist der Inhalt des Hilfsatzes 111.B.7; sie ist leider keine Folge des

Satzes I11.B.3, und muf} zusatzlich bewiesen werden.

Bei den Hilfsétzen 111.B.4 und 111.B.5 kommen zwei Arten breiter Wege vor. Bei der ersten ist js(5,5') =0
oder yr(3,8") = 0, denn die Schleife

Eary1 = {7241, Vae41, 8, 8’}

ware sonst nicht zulédssig. Von der zweiten haben wir nur verlangen kdnnen, daB fir die letzte Schleife, die

beispielsweise folgende Gestalt hat,

Eary1 = {v2t41: V641,781



31

yr(v,08') = 0 sei. Der nachste Hilfsatz liefert einen zweckmassigen Ersatz fiir die Bedingung (3.b.5), da er
birgt, daB yr (3, 3) = 0 ist, wenn eine Kette vorhanden ist, die wie die in den Hilfsatzen 111.B.4 und I11.B.5 aus
zulassigen Schleifen und Enden gebaut wird, ohne daR jedoch im voraus verlangt wird, daB g (3, 5') = 0 sei.
Es genugt eine Kette wie im Hilfsatz 111.B.4 zu betrachten, und der Hilfsatz betrifft implizit diesen Fall. Wenn es
um eine Kette wie im Hilfsatz 111.B.5 geht, konnen wir denn eins der gespannten Elemente o und o’ auslassen.
Die Strecke « ist naturlich eine auBere. In der Aussage unterscheiden wir der Klarheit halber zwei Falle, obwohl

der Schluf? immer derselbe ist.
Hilfsatz I11.B.7 (1) Die Strecken 3 und ' gehdren beide zu S oder zu T. Es sei
W=FE_1,...,E%

ein zuldssiger breiter Weg, der mit einer Schleife

Eaty1 = {v2t41. Y2641, 8,6’}

oder im Ausnahmefall t = —1 mit einem Ende

E2t+1 - {7—1; ﬁa ﬁ/}a

endet. Dann gilt yr(5,5") = 0.

(2) Es liegen B in S und 3" in T, und ~y sei ihr gemeinsamer Nachbar in Q. Es sei
W = E*lv . '7E2t+1
ein zuldssiger breiter Weg, der mit einer Schleife

Eory1 = {7241 %2041, 8},

oder im Ausnahmefall t = —1 mit einem Ende

E2t+1 - {’771; v ﬁl}a
endet. Dann gilt wieder gr(8,5) = 0.

Es ist eher der entsprechende Hilfsatz flr unregelmalige Haufen, den wir brauchen. Seine Aussage befindet

sich im nachsten Abschnitt. Den Hilfsatz I11.B.7 selbst werden wir im Abschnitt V.F beweisen.

HI.C. Zuriickfiihrung der Beweise auf Mengen von Verbindungen.

Die Dualitat, also der Satz 111.B.1, wird direkt im nachsten Abschnitt behandelt. Es handelt sich im vor-

liegenden Abschnitt darum, die Satze 111.A.1 und I11.A.4 aus den Satzen 111.B.2 und 111.B.3 abzuleiten. Beide
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Satze besagen nichts, wenn der Haufe $ aus einem einzigen Quadrat besteht. Es kommt folglich darauf an, die
Gultigkeit der Satze flr einen Haufen $’ nachzuprifen, wenn $’ aus $ und einem hinzugelegten Quadrat Q
besteht, und die Satze fur $ gelten. Zu diesem Zweck werden wir die Satze 111.B.2 und 111.B.3 anwenden. Es seien
S die Menge der aufleren Strecke von $ und T' die Menge der auf3eren Strecken von . Dann ist () die Menge

der zusammengeklebten Strecken und R die Menge der duReren Strecken flir §’. Es seien Ig der Durchscnit
SNUgIy

und I+ = I5. Als Induktionsannahme setzen wir unter anderem voraus, dal? die Funktionen yg, ¥s, 9s,
und y&, von denen nur 35 und 5 unabhangig definiert werden mussen, die durch die Mengen {y3|B € 9},
{Ip|PB € H}, und {zg|PB € H} definierte Funktionen sind, und beweisen, da y r, §r, ¥r, und v} dann die durch

die entsprechenden Mengen fiir $’ Funktionen sind.

Dall der Satz Ill.A.1 eine unmittelbare Folge des Satzes I11.B.2 ist, ist klar, denn die Definitionen der
entsprechenden Gegenstéande ys sind offensichtlich vertraglich. Dagegen mussen wir, um den Satz I11.A.4
aus dem Satz I11.B.3 abzuleiten, die Definitionen der Funktionen § s, die in den beiden Satzen verwendet werden,

genauer ansehen. Die breiten zugelassenen Wege,
W = C—la cee 027"+1a

werden bei den zwei Satzen anders definiert, und es mul} gezeigt werden, dal wenn ein breiter zugelassener
Weg in dem einen Sinn vorhanden ist, der von « nach § fihrt, dann steht auch ein Weg im zweiten Sinn zur
Verfagung. Wir werden auch in derselben Weise die Reihen, die in den Hilfsatzen 111.C.1 und 111.B.7 vorkommen,

vergleichen, denn wir wollen den Hilfsatz 111.C.1, der unten angegeben wird, aus dem Hilfsatz 111.B.7 ableiten.

Erstens ist es nicht sofort klar, da3 eine von ys zugelassene Schleife oder ein von ys zugelassenes Ende
durch eine Kette von von {yp|B € H} zugelassenen Schleifen, Enden und Knoten ersetzt werden kann. Zu
diesem Zweck beweisen wir die Hilfsatze 111.B.4 und 111.B.5 mittels Induktion. Sie erlauben uns in dem Induk-
tionsverfahren, jede Schleife oder Ende bezliglich S schrittweise abzuandern, indem wir rickwarts durch die
hinzugefugten Quadrate durchgehend diese Schleife oder dieses Ende aus Schleifen und Enden in den einzel-
nen Quadraten aufbauen, und dann, um das Induktionsverfahren einen Schritt weiter vorwartszubringen, die

entsprechende Moglichkeit flr das Paar R und $)’ nachpriifen.

Es muf3 folglich untersucht werden, ob die durch die Knoten erlaubten Verbindugen zwischen Ketten in
$ oder in S und Ketten in  wirklich dieselben sind, und darlber hinaus ob sie dquivalent den Verbindun-
gen durch Knoten in dem Haufen §y’ sind. Diese Untersuchung ist auch ein Teil des ersten Verfahrens, des
schrittweisen Aufbauens von Schleifen und Enden, dessen Maoglichkeit in einer streng systematischen Darlegung
als Sétze, die mittels Induktion zu beweisen wéren, formuliert wiirden. Diese Satze wiéren den Satzen 111.B.4

und 11.B.5 d@hnlich, nur dal3 die Aussagen noch umstandlicher wéren. Folglich ziehen wir es vor, sie nicht
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ausdrucklich anzugeben, obwohl wir gelegentlich diejenigen Stellen hervorheben werden, die dem Nachpr Gfen

dieser Moglichkeit gewidmet sind.

Ein Hilfsatz mochten wir dennoch ausdrucklich angeben. Er entspricht dem Hilfsatz 111.B.7; er bezieht sich
aber auf einen unregelmaRigen Haufen und die durch die Menge {yn} definierte Funkton 3. In der Aussage

verliert das Symbol £ vorubergehend seine Bedeutung als hinzugelegtes Quadrat.

Hilfsatz 111.C.1 FEs sei
W = Efla cee aE2r+1a

eine Kette, die alle Bedingungen eines zuldssigen breiten Wegs erfillt, nur daf das letzte Glied FEo,41 eine

der folgenden Gestalten hat.

(1) Es endet mit einem gespannten Paar {3,0'}, in dem [ und (3 beide dufere sind, sie zu einem gemein-

samen Quadrat Q gehoren, und ga(8,5') = 0 ist.

(2) Es endet mit einem gespannten Paar {~,('}, in dem ein Element ' ein duferes ist, das zweite v ein
inneres, und ga(y,0) = 0 ist, wenn Q das diese beiden Elemente enthaltende Quadrat ist. Es sei 3

eine dritte aufere Strecke, die eine Ecke gemeinsam mit v und (3 besitzt.

(3) Es endet mit einem gespannten Paar {~y,~'}, in dem beide Elemente innere sind. Sie gehdren zu einem
Quadrat Q, fir das ga(y,7") = 0. Es seien weiter § und 3’ zwei verschiedene auflere Strecken, so dafd

alle vier Strecken 3, 3, v, 7' eine gemeinsame Ecke haben.
Dann gilt §(3,5") = 0.

Wir bemerken, dall es wohl moglich ist, dal3 v und g zu keinem gemeinsamen Quadrat gehdren. Wir heben
hervor, daR der Weg mit einem Ende {«, y1, 71}, in dem « eine duBere Strecke ist, beginnt. Dieser Hilfsatz wird
auch mittels Induktion bewiesen; er ist allerdings auch im schrittweisen Aufbauen der Ketten von Schleifen und
Enden verwickelt. Da zu seinem Beweis kein Aufbauen explizit notig ist, kdnnen wir diesen Beweis nach dem
restlichen Beweis angeben. Genauer erklart, um bei den Beweisen von den Satzen und I11.A.3, sowie bie den
Beweisen der implizit zur Hilfe herangezogenen Verallgemeinerungen der Hilfsatze 111.B.4 und 111.B.5, von $ auf
' Gberzugehen, verwenden wir den Hilfsatz auf ) allein. Folglich ist es gestattet, bei den Beweisen aller anderen

Satze und Hilfsatze fir ' diesen einen Hilfsatz auf $ zu verwenden.

Zum Zweck des schrittweisen Aufbauens der Ketten ist es sonst vorteilhaft, mindestens fur die Vorstel-
lungskraft weniger anstrengend, die verschiedenen im Abschnitt I11.A beschriebenen Falle einzeln zu behandeln,
obwohl wir in der Tat insgesamt zwei fragliche Konfigurationen auszeichnen konnen, die allein problematisch
sind. Bei den anderen ist dennoch der erste Teil des Hilfsatzes 111.C.1 unentbehrlich. Die problematischen Falle
treten auf, erstens, wenn in )’ drei Quadrate eine gemeinsame Ecke besitzen, und nur zwei von diesen Quadraten

zu 5 gehoren, und zweitens, wenn vier Quadrate in $’ eine Ecke gemeinsam haben, und nur drei von diesen
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Quadraten zu $ gehoren. Diese Konfigurationen sind fraglich, entweder weil in $ Knoten der Art (c) vorhanden
sind, die bei dem Zusammenkleben von s und 1 nicht unmittelbar verwendet werden, oder weil im Kreuz von
Strecken um die gemeinsame Ecke die zwei Strecken, die in S benachbart sind und Zusammenklebungen ver-
mitteln, in keinem gemeinsamen Quadrat enthalten sind, und deswegen beim Zusammenkleben in den Haufen

keine direkte Rolle spielen.

Abbildung 7

Bei dem Fall (i) kommt nur eine einzige fragliche Konfiguration vor, und zwar bei den Fallen (i.b) und (i.c).
Es genligt (b) allein zu behandeln. Es sei « die letzte gegen unten liegende Strecke in S,.(—1, 0), der rechten Seite
des Quadrats am Punkt (—1,0). Alle Strecken aus S,.(—1,0) liegen in S und in Q. Es sei o’ ihre Nachbar in
Sr(—=1,—1). Es liegt &' in S N R. Es seien § = «, betrachtet aber als Strecke in 7'N @, und §’ sein Nachbar in
Sx(0,0). Die Strecke 3’ liegtin T'N R. Es sind o und $ inner und o’ und 3’ duRer. Folglich ist {«, o/, 3, 5’} ein
moglicher Knoten fiir das Zusammenkleben von §s und g, wenn gs(a, ') = 0 und 3q (6, ') = 0. Im Haufen
$ gehoren o und o’ dagegen zu keinem gemeinsamen Quadrat. Die Strecken und die betreffenden Quadrate

werden auf der Abbildung 7 gezeigt.

Wir nehmen an, es kommen zwei Schleifen oder Enden im breiten von ys und yp zugelassenen Weg vor,
die durch diesen Knoten zusammengebunden werden. Es sei v der zu o und o’ gemeinsame Nachbar in
Su(—1,0) N S,(—1,—1). Wenn wir die Induktionsannahme flir $, also die Moglichkeit des Aufbauens einer
Kette von Schleifen, Knoten, und Enden aus $ mit denselben Anfangspunkten und Endpunkten wie denen der
zusammengebundenen Schleifen und Enden, voraussetzen und daruber hinaus die Hilfsatze 111.B.4 und I11.B.5
oder eigentlich ihre $ betreffenden Verallgemeinerungen anwenden, bekommen wir eine Kette, deren letzes
Glied eine zugelassene Schleife oder ein zugelassenes Ende ist, fiir das das gespannte Paar {«, o’} entweder
durch {«,~} oder {«/, v} ersetzt wird. Im ersten Fall kdnnen wir es mit dem darauf folgenden Element, einer
Schleife oder einem Ende, durch den Knoten {a,, «, 5’} der Art (b) verbinden und im zweiten durch den

Knoten {¢’,v, a, 5’} der Art (c). Diese sind Knoten in ). Wir heben hervor, da im ersten Fall gy (a,y) = 0,
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P = 5(—1,0),istund im zweiten g (o, v) = 0,P = S(—1, —1). Folglich ist es mdglich, insofern nur diese erste
Art von fraglichen Knoten vorhanden ist, das erwunschte Aufbauen durchzufiahren. Wir wiederholen, bei dem
Ubergang von S zu §) ist fraglich ein Knoten, der eine Schleife beziiglich S mit einer Schleife beziiglich T' (oder
) verbindet, wenn die erste Schleife mit dem gespannten Paar {«, o’} endet, und die zweite mit {«, 5'}. Wir
wenden den Hilfsatz 111.B.4, oder eigentlich seine nicht angegebe Verallgemeinerung auf $ an, um die Existenz
eines diese Schleife ersetzenden zuléssigen Teil eines breiten Weges zu zeigen, der entweder mit dem gespannten
Paar {~, a} endet oder mit dem Paar {7, a’}. Im ersten Fall ist o’ unnltz; die Verbindung kommt mittels des
Knotens {a, v, a, '} zustande; im zweiten mittels {a’, v, o, '}. Dagegen beim Paar S und 7" wird die direkte
Verbindung zwischen {7, o’} und {8, #'}, die in $’ vorhanden ist, vermittelt. Bezliglich §j ist ndmlich {~, o/, a}
ein zugelassenes Ende, so daB, wenn wir aus der duferen Strecke ¢ oder aus einem Paar {e, ¢’} von inneren
Strecken in $) auf einem Teil eines breiten Weges das Paar {, o’} erreichen kdnnen, dann kdnnen wir aus e oder
{¢, €'} das Paar {¢/, o} auf einer Schleife oder auf einem Ende in S erreichen. Wenn wir uns vergewissern, daf3
7s(a, ') = 0ist, kdnnen wir den entspechenden Teil des breiten Weges in $ durch diese Schleife oder dieses Ende
ersetzen. Der Hilfsatz 111.C.1 wird gerade zu diesem Zweck eingefuihrt. Da er einen Teil der Induktionsannahme

ausmacht, kann er, genauer sein zweiter Teil, hier angewandt werden.

Eine zweite fragliche Konfiguration tritt beim Fall (1.b) auf, wenn zwei Schleifen oder Enden in S mittels
eines entarteten Knoten {«, o', a, &/} der Art (b) (beztiglich des Paares S und T') zusammengebunden werden.
Wenn wir die Schleifen oder Enden durch Ketten ersetzen, wie nach der Induktionsannahme maglich ist, dann
enden die betreffenden Glieder dieser Ketten entweder mit dem gespannten {«,~} oder {a’,~v}. Wenn beide
Glieder mit demselben angespannten Paar enden, dann kdnnen wir sie ohne weiteres mit einem Knoten der Art
(a) oder mit einem entarten Knoten der Art (b) bezliglich $’ zusammenbinden. Wenn eins der Paare « enthilt,
und das andere o/, dann ist {~, o, ~y, @’} der ndtige Knote in §’, und er ist wieder der Art (b) aber nicht entartet.

Wir kénnen schlieflen, daf? diese fragliche Konfiguration die Gleichheit der beiden yr nicht beeintrachtigt.

Somit wird gezeigt, daf? insofern es sich um die Konfiguration der Abildung 7 handelt, die Verbindungen,
die bezlglich R, S, und T entstehen, dieselben sind, wie die, die bezlglich {yy} entstehen. Es konnen jedoch
bei dieser Konfiguration Schleifen oder Enden bezlglich R auftreten, far die die Analoga der Hilfsatze 111.B.4
und I11.B.5 beziglich $’ nicht ohne weiteres Folgen von diesen zwei Hilfsatzen allein sind. Diese sind diejenigen,
in denen das letzte angespannte Paar gleich {«’, 8’} ist, und werden wichtig, wenn das auf der Abbildung 7
fehlende Quadrat eingelegt wird. Im Gegensatz zu S und T, fir die die gemeinsame Ecke dieser zweien Strecken
zu einem einzigen inneren Intervall o gehort, gehort sie in $’ zu zweien, namlich « und . Wenn wir die zwei
in Betracht kommenden Hilfsédtze auf S und T" anwenden, bekommen wir Ketten, die mit einer Schleife enden,
in der entweder {a, 3’} oder {«, o’} gespannt sind. Im ersten Fall kann dieses gespannte Paar unmittelbar mit
{/, 3’} mittels des Knotens {5’ a, 3, &’} der Art (b) verbunden werden, so daR nichts verloren geht, und wir

uns mit diesem Paar begnugnen kdnnen.
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Im zweiten Fall sieht man, warum die Aussagen der Analoga der Hilfsatze umstandlicher wéren. Denn
wenn wir zuruckgehen durch die hinzugekommenen Quadrate (nicht in der Reihenfolge, in der sie angelegt
werden, sondern in der umgekehrten) um die Kette fiir )’ aufzubauen, muRten wir vielleicht zunachst eine Reihe
von Schleifen und Knoten einfiihren, die mit dem gespannten Paar {«, o’} enden. Aber danach, wenn wir dem
Schritt erreichen, bei dem entweder der Punkt (—1, 0) oder der Punkt (—1, —1) erst gedeckt wird, ist {c, o’} nicht
mehr zugelassen, und wir fiihren schlieRlich eine Reihe ein, die mit dem Paar {~, o} oder dem Paar {~, o’} endet.
Es mufl folglich bei den verallgemeinerten Hilfsatzen 111.B.4 und 111.B.5 nicht wie in den ursprunglichen zwei
Moglichkeiten vorgesehen werden, sondern drei, die den drei an die gemeinsame Ecke angrenzenden Quadraten

entprechen.

Die zweite fragliche Konfiguration ist allerdings diejenige, bei der wir diese neu erhaltene $’ das Quadrat
£’ am Punkt (0, —1) hinzufligen, um £’ zu bekommen, und es ist zweckmaRig sie so zu behandeln, denn in den
vorhergehenden Abséatzen sind die ndtigen Bezeichnungen schon vorhanden. Es seien S’ und 7" die Aufteilungen
des Randes von $’ und des neu hinzugekommenen Quadrats £’. Die Knoten bezlglich S’ und T, die fur £’
und 9’ nicht unmittelbar verwendbar sind, sind der Art (a) und verbinden Schleifen, die mit dem Paar {a/, 5’}
enden. Wenn es sich um das Zusammenbinden einer Kette aus S’ und eines Elements aus 7" handelt, haben wir
oben den Fall, bei dem die Hilfsatze 111.B.4 und 111.B.5 eine mit dem Paar {«, 5’} endende Kette ergeben, schon
behandelt. Beim zweiten Fall miissen wir erst in §3’ die neue Kette bilden, die mit {v, a} oder mit {, a'} endet.
Wenn sie mit {7, a} endet, verwenden wir im neuen Haufen $” den Knoten {~, o, 3, o} der Art (c). Wenn sie

mit {v, o’} endet, verwenden wir den Knoten {&/, v, o/, 3'}.

Wenn es sich dagegen um zwei zusammenzubindende Ketten aus S’ handelt, dann kénnen die neuen Glieder
beiden mit einem der drei Paare {«, 8'}, {a, 7}, oder {a/,~} enden. Die kdnnen dann entweder mittels eines

Knotens der Arten (a),(b) oder (c) zusammengebunden werden.

Umgekehrt kann eine Schleife in Q’, in der {&/, 5’} gespannt ist, mit etlichen zulassigen Schleifen in &’
gebunden sein, und zwar mit Schleifen, die mit den drei gespannten Paaren {a, 5'}, {a, v}, {/, v} enden. Jede
dieser Schleifen ware das letzte Glied eines breiten Weges, dem wir ein Ende hinzufigen kdnnen, um breite Wege

zu bekommen, die o’ oder 3’ in S’ mit der Anfangsstrecke des Weges verbinden.

Zum Beispiel, wenn das gespannte Paar {a, 3’} ist, so daR der Weg den Anfangsstrecke mit /3’ verbindet,
kénnen wir ihm das Ende {«, 5, o’} in S” hinzufligen, um einen Weg zu bekommen, der die Anfangsstrecke mit
o’ und g’ verbindet. Bezuiglich S’ und 7" kann dann der Weg, der mit {a/, 3’} endet, direkt mittels des trivialen
Knotens {/, 3, &/, 3’} der Art (a) an den Weg in 7" gebunden werden. Es muR jedoch bewiesen werden, damit
dieser Weg zugelassen wird, daB s/ (o/, ') = 0. Da die Schleife, mit der wir anfingen, zulassig war, ist diese

Gleichheit eine Folge des zweiten Teils des Hilfsatzes I11.C.1.
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Wenn der Weg in $’ mit {«, v} endet, dann muB er zweimal verlangert werden, einmal nach o und einmal nach
£, und wir brauchen den dritten Teil des Hilfsatzes. Wenn er mit {~, o’} endet, dann wird der Weg erst nach «

und dann weiter nach 3’ verlangert.

Wir wenden uns jetzt zum Beweis des Hilfsatzes 111.C.1. Da der Hilfsatz leer ist, wenn der Haufe aus einem
einzigen Quadrat besteht, betrachten wir einen Haufen §, flr den er gilt, und einen Haufen $)’, der aus H und
einem hinzugelegten Quadrat £ besteht. Wir wenden den Hilfsatz 111.B.7 auf die sich durch die Rander der $
definierenden Quadrate ergebende Aufteilung S des Randes von $ und auf die Aufteilung T' = 204 des Randes
von £, sowie die durch S und T definierte Aufteilung R des Randes von $)’, an. Wegen der vorhergehenden
Darlegung kdnnen wir die Kette W des Hilfsatzes, die bezlglich $’ definiert ist, durch eine dhnliche Kette

bezlglich S, T und R mit denselben Endpunkten «, 3, und 3’ ersetzen.

Das dazu verwendete Verfahren haben wir ausfuhrlich dargelegt. Die gesamte Kette wird aufgeteilt in
klrzeren Ketten, und jede kurze Kette bestimmt eine Schleife beztglich S oder T'. Zum Beispiel, bei der ersten
Konfiguration haben wir eine Kette von Schleifen und Knoten, die mit dem Paar {v, o’} endet, mit einer Schleife,

die mit {«, o'} endet, ersetzt.

Bei der zweiten fraglichen Konfiguration haben wir in S’ den Teil des breiten Weg, der mit {«, 5'}, {«, v},
oder {¢/,~} endet, verlangert, um eine Kette zu bekommen, die eine Schleife in S’ definiert. Diese Schleife sind
wegen des Hilfsatzes I11.C.1, auf $ angewandst, alle zulassig. Folglich, wenn wir zum Paar S und T Ubergehen,
liefert der Weg W einen ahnlichen zugelassenen Weg bezuglich S und T'. Auf diesen Weg wenden wir wiederum

den Hilfsatz I11.B.7 an, um die Aussage des Hilfsatzes 111.B.1 fiir §’ zu erhalten.

Der erste Teil des Hilfsatzes ist klar, denn wenn 3 und 3’ zu einem gemeinsamen 3 gehoren, ist der Schluf3
eine unmittelbare Folge des Hilfsatzes I11.A.3. Fur die anderen Teile liegen alle betreffenden Strecken auf zwei
oder drei Quadraten. Wir fihren das Aufhaufen aus nur bis zum Punkt, wo der Haufe alle diese Quadrate
enthalt. Dieser Haufen sei ', und der vorhergehende sei §). Diese Bezeichnung haben wir schon benutzt bei
der Besprechung der fraglichen Konfiguration. Dem Weg W folgen wir in $’ zurlck, bis er £’ verlalt, wo wir
ihn abschneiden, notfalls die erste Schleife der neuen Kette mit einem Ende ersetzend, damit diese neue Kette
als breiten Weg betrachtet werden kann. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit, kobnnen wir annehmen, dieser

neue Weg sei W selbst.

Die moglichen Konfigurationen der Strecken im zweiten Teil des Hilfsatzes werden in der Abbildung 8

gezeigt.
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Abbildung 8

Far den zweiten Teil des Hilfsatzes ist die Konfiguration (8.a) nicht fraglich im obigen Sinn. Die Strecken
~ und ' gehéren zu einem Quadrat B, und 9 und P werden beim Ubergang von §) zu §’ zusammengeklebt
langs einer Seite, die v enthalt. Es kann angenommen werden, daf? £ das neu hinzukommende Quadrat ist. Die

Aussage I11.C.1 ist eine direkte Folge des Hilfsatzes I11.B.7.

Bei der Konfiguration (8.b) ist Q entweder das 3 enthaltende Quadrat oder das (3’ enthaltende Quadrat.
Wenn es (3 enthélt, wenden wir den Hilfsatz 111.C.1 auf $ an, um zu folgern, daB §s(«, 5) = 0 ist. Wir schlieRen
dann aus dem Hilfsatz 111.B.7, daB yr (3, 3’) = 0 ist. Wenn £ die Strecke 8’ enthalt, kdnnen wir den Hilfsatz

111.B.7 direkt anwenden.

Beim dritten Fall dagegen, bilden die drei betreffenden Quadrate die erste fraglichen Konfiguration, und wir
verwenden die in der Beschreibung dieser Konfiguration benutzten Bezeichnungen statt der des Hilsatzes selbst.
Wenn das letzte angespannte Paar in W das Paar {v, o/} ist, kdnnen wir den Hilfsatz fir ) anwenden, um zu
schlieRen, daR gs(«, ') = 0 ist. Dann wenden wir den Hilfsatz 111.B.7 auf das Paar .S und T  an, um zu schlieRen,
dal gr(a’/,5') = 0 ist. Wenn sie mit {, a} endet, dann wenden wir den Hilfsatz fUr $) an, um nochmals zu
zeigen, daB ys(a, ') = 0. Aus dieser Gleichung folgt wieder, da yz(c’, 3') = 0 ist. Wenn dagegen das letzte

angespannte Paar {a, 8’} ist, kdnnen wir den Hilfsatz 111.B.7 direkt anwenden.

Nun haben wir den schwierigsten Teil des Beweises, wo das Argument ziemlich dicht geworden ist, hinter
uns, und haben den Punkt erlangt, wo wir nur die Satze 111.B.2 und I11.B.3 zeigen mussen. Diese zwei Satze
beziehen sich allein auf Menge von Verbindungen auf Kreisrandern oder geschlossenen Kurven, und von Haufen

wird nicht mehr die Rede sein.
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Abbildung 9 B

Man sieht von der Abbildung 9 warum die zusatzliche Bedingung (3.b.4) und die Mengen Is und Ir
wesentlich sind. Wenn man die Funktion y fur das Aufhaufen von drei Quadraten mittels Induktion bildet, indem
mazuerst 1 und Q5 zusammenklebt, wie auf der Abbildung 6, und dann das Ergebnis mit 3 zusammenklebt.
Die Verbindung von o mit 8 wird nur erhalten, wenn man gleich beim ersten Schritt v und ¢ verbindet. Weil v und
0 beim letzten Schritt innere Strecken sind, mussen sie schon beim ersten als Mitglieder von I, ausgezeichnet

werden.

IV. Dualitat.

IV.A. Beweis des Hilfsatzes 111.B.1. Um den ersten Teil des Satzes 111.B.1 zu beweisen, mUssen wir nur die
Bedingung (3.b.3) nachpriifen. Wir setzen y = ys und y* = y¥. Es seien y*(a, §) und y*(o/, ') beide gleich 1,
und die Reihe a, o', 3, 3’ sei zyklisch. Diese vier Punkte in der gegebenen Reihenfolge teilen die Menge S in vier
Intervallen [«, o], [&/, 8], [8, 8], und [, o] auf. Wenn y(~, ) = 1, liegen ~ und ¢ in ein und demselben dieser

Intervalle. Hieraus folgt sofort, daB §(a, o) = 1.

Der zweite Teil der Aussage ist kaum schwieriger. Es ist estens klar, daR die Gleichung y(~,d) = 1 die

Gleichung y**(7y,d) = 1 zur Folge hat. Es sei y(v, d) = 0. Wir folgern aus dieser Gleichung, daR y**(y,d) = 0.

Es seien A und B die zwei Intervalle (v, 0). Dann definiert die Reihe (v, A, d, B) eine Orientierung in S.
Bezliglich dieser Orientierung sei « die letzte Strecke aus A und 3 die erste aus B, die an «y durch y verbunden
sind. Es kann sein, daB « oder (3 gleich « ist. Wir definieren o/ € A und 3’ € B in derselben Weise, aber
beziiglich ¢ statt . Da y(y,d) = 0 kommt « nicht nach o/, und g’ nicht nach /. Wenn o € [, /] C A und
3" € [8,3'] C B liegen, gilt y*(«”, 3") = 1. Folglich ist y**(,d) = 0.

V. Beweise.

V.A. Erste Abanderungen. Wir haben die Aussagen der Satze in einer Reihenfolge angegeben, die die flr
unsere Modellen grundlegenden Ergebnisse hervorhebt, indem diese Ergebnisse an die erste Stelle gesetzt, und

die anderen erst nachher erklart werden. Da diese zusatzlichen Satze, die sich auf das Zusammenkleben von
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Mengen von Verbindungen beziehen, eigentlich nur Hilfsatze sind, waren sie als erste zu beweisen. Wir haben
es jedoch vorgezogen, ihre Folgen erstens flr unsere Modelle abzuleiten, und kommen jetzt zu den Beweisen der
Satze selbst. Um wahrend dieser Beweise nicht standig vorgreifen zu mussen, schicken wir ihnen einige noch

elementarere Lemmas voraus.

Die Richtschnur unseres Vorgehens ist, alle Aussagen mittels zweckmaRigen Induktionsverfahren standig
auf die einfachsten Falle zuriickzufiihren. Der Ubergang von den endlichen Modellen zu Haufen hat uns die
notige Geschmeidigkeit gewahrt, und der Begriff einer Menge von Verbindungen hat uns erlaubt, einen Haufen zu
vergroRern, indem wir ihm schrittweise einzige Quadrate hinzufiigen. Wir brauchen dartber hinaus ein Mittel,
das uns erlaubt, die Anzahl der Elemente in den zu betrachtenden Mengen von Verbindungen zu vermindern,
indem wir einige Strecken zweckmaRig zusammenkleben oder aufheben, und gleichzeitig die Verbindungen neu
definieren. Es wird jedesmal zu beweisen sein, wenn die Satze 111.B.2 und 111.B.3 nach der Abénderung gultig
sind, dann gelten sie auch fur die urspriinglichen Mengen. Wir werden bei den Beweisen der drei Hilfsatze

111.B.4, 111.B.5 und 111.B.7 ahnlicherweise verfahren.

Wie bei den Satzen handelt es sich zunachst um zwei Gegenstande, die Mengen von Verbindungen yg, yr,
ihre duale Gegenstéande ¢s und g sowie Ig, IT und zwei Mengen von Kurzverbindungen. Diese zusétzlichen

Verbindungen definieren die Mengen g5 und yr.

Wir geben zunéchst eine Reihe von zulassigen Abanderungen an. Die oft umstandlichen Beweise der
Zulassigkeit werden, wenn nicht ausfuhrlich, doch mit vielen Einzelheiten durchgefuhrt, damit wenigstens der
Verfasser sich selbst von ihrer Stichhaltigkeit Uberzeugt. Es ist namlich bei den Argumenten leicht, diese oder

jene Mdoglichkeit zu Ubersehen, und die Gefahr deshalb grof3, daR ihnen ein Fehler unterlauft.

Essind nichtsdestoweniger allgemeine und sehr ahnliche Verfahren, die wir verwenden bei diesen Abanderungen.
Bei den ersten Abanderungen, die in diesem Abschnitt beschrieben werden, werden weder die Streckenmenge
R noch die zusammengeklebten Mengen von Verbindungen 3 g und gz verandert. Die Mengen S und 7" und die
Mengen von Verbindungen s und ¢ werden jedoch abgeédndert. Die abgednderten Mengen S’ und 7’ werden
erhalten, indem wir Strecken aus Q = S N T entweder aufheben oder zusammenkleben. Die abgednderten
Mengen ys: und y7 werden verschieden definiert. Nachdem sie definiert worden sind, ergeben sich yg und
yr, indem wir alle Verbindungen zwischen benachbarten Strecken in ¢s- und 47 ausstreichen. Die Mengen I g

und I werden jeweils als Ig NS’ und I N T" definiert. Die dualen Mengen zu ys und y7 seien s und gr-.

Es seien g%, und 37, die Zusammenklebungen der abgeénderten Mengen. Es wird in jedem Fall klar sein,

dal §, = yr. Dagegen wird die Gleichheit

(5.a.1)

@)
=2
I
@)

-
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gewoOhnlicherweise nicht ohne weiteres klar. Der Beweis wird jedoch jedesmal elementar sein, da es sich um
eine anschauliche geometrische Aussage handelt. Alle Beweise sind ahnlich, und, damit wir uns nicht standig

wiederholen, beginnen wir mit einem Umriss des allgemeinen Beweisverfahrens.

Die Gleichheit (5.a.1) wird bewiesen, indem man zeigt, da §; C gz und §r C §r. Es sei zunachst

/ / ’
W' a:O[,l,Oéo,OtO,...,()égr+1,()42r+1,0427~+2 :ﬁ

ein breiter von den Mengen 45/, 91/, §s', 1+ zugelassener Weg, der von « nach g fuhrt. Wie vorher dricken wir

uns oft kiirzer aus und nennen einen breiten Weg dieser Art von ys- und y7 zugelassen.

Um zu beweisen, daR die Menge ¢, in gy enthalten ist, andern wir W’ schrittweise, um einen breiten Weg
zu bekommen, der von yg und yr zugelassen wird, und der von « nach g fihrt. Es geht darum, die von gg
nicht zugelassenen Schleifen oder Enden aufzuheben und sie durch anderen zugelassenen Schleifen und Enden

zu ersetzen, um einen breiten, von den Mengen ys und yr zugelassener Weg, zu bekommen.

Ein Ende {a;,j,a}}, i = j & 1 oder eine Schleife {a;, o, a;, o} heilt problematisch wenn es nicht
gleichzeitig zu ys und s/ oder zu ¢ und gy gehort. Die genaue Beschreibung dieses Begriffs ist in jedem Fall

verschieden. Wir betrachten innerhalb 1’ Ketten von problematischen Schleifen,

/ /
K=o,a,...,q1,0],

wobei Ketten, die mit einem Ende beginnen oder enden, auch betrachtet werden. Die ganze Zahl k ist ungerade
und [ gerade. Diese Ketten werden durch Ketten von Schleifen und Enden ersetzt, die bezuglich yg und yr
zulassig sind. Die Schleifen und Enden auRerhalb dieser Ketten werden nicht problematisch sein und werden
folglich bezuglich ys und yr zulassig. Der auf diese Weise zusammengelegte breite Weg W wird o und g

verbinden. Somit wird bewiesen, da3 §; C Jr.

Ein umgekehrtes Verfahren wird uns erlauben, breite von y s und yr zugelassene Wege durch von ys und y7+
zugelassene Wege zu ersetzen, und somit die Gleichheit (5.a.1) bei jeder Art Abanderung zu folgern. Nachdem
wir die Abanderungen eingefuhrt und bewiesen haben, daf sie die Gultigkeit des Satzes I11.B.3 nicht beeinflussen,
werden wir nachprufen, dal samtliche Abanderungen die wichtige Bedingung (3.b.4) nicht beeintrachtigen. Aus
einem strengen logischen Gesichtspunkt, mufite es vorher bewiesen werden, dal? diese Bedingung auch fur ygr
gilt, da diese Tatsache wahrend der Beweise angenommen ist. In dieser Hinsicht sind wir nachlassig gewe-
sen. Da die Bedingung (3.b.1) trivial ist, ist die Gultigkeit des Satzes 111.B.2 auch nicht von den Ab&nderungen
beeintrachtigt.

Abanderung A.1. Die erste Abanderung ist einfach. Wenn ~ eine innere Strecke, die mit keiner anderer Strecke
verbunden ist, dann kdnnen wir v aufheben, um neue Streckenmengen S’ = S\ {y} und T = T\ {7} sowie

neue Mengen von Verbindungen 75 und g7/ zu erhalten, ohne daR die Zusammenklebungen 7z und gz sich
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verandern. Bei dieser Abdnderung wird allerdings vorausgesetzt, daf v nicht die einzige innere Strecke ist. Es ist
ohne weiteres klar, daB %, die sich daraus ergebende Zusammenklebung der neuen Mengen 3 s- und g7+, gleich
YR ist.

Far die Zusammenklebung der Mengen s und g7 sind dagegen einige Bemerkungen notig. Die Funktion
9s verbindet einige Strecken aus S mit . Diese Verbindungen sind natirlich keine Verbindungen in 3g:. Sonst
besteht gs- aus den Verbindungen in ys. Die Menge gy wird in derselben Weise aus g erhalten. Einige
Schleifen und Enden werden problematisch genannt. Eine von yg oder yr zugelassene Schleife oder Ende
heilt problematisch, wenn es ~ enthalt. Eine von yg. oder yr heifst dagegen problematisch, wenn es einen
Nachbarn von v enthalt. Es seien 7' und ~” die zwei Nachbarn von ~ in .S und ¢’ und §” seine Nachbarn in
T. Gewohnlicherweise ist 7' gleich ' und " gleich 6”. Nur wenn ~’ und ¢’ duRere Strecken sind, sind sie

verschieden.

Es sei {a, a’,7,7'} eine von s zugelassene problematische Schleife. Es sei vorausgesetzt, da weder «
noch o’ gleich « ist. Dann sind 7/ und " nicht durch g5 verbunden, und deshalb auch nicht durch gs.. Eine
Verbindung in g, die o oder o’ von ~” trennt, wirde es auch von ~y trennen. Folglich ist {«, o', ~v",~'} von gg:
zugelassen. Die Schleifen, fiir die « oder o/ gleich ~ ist, brauchen nicht ersetzt zu werden. Wenn zum Beispiel
a = v, dann ist o’ entweder 4’ oder 4"/. Wenn o/ = + ist die neue Schleife {v"”,a/,~v"”,~'} gewill zugelassen.
Sie kann jedoch einfach ausgelassen werden, wie Ubrigens die alte Schleife auch. Wenn o/ = ~" ist, verbindet
diese Schleife zwei Schleifen, die durch zwei in S’ oder T’ liegende und entweder unmittelbar oder mittels eines
Knotens der Art (b) aneinander anschlieRende Schleifen ersetzt werden, so daf die durch diese Schleife zustande

kommende Verbindung unnutz ist

Wenn umgekehrt {«, a’,v"”,~4'} von gs: zugelassen wird, so daB gs/(7',7”) = 0, und wenn {a,a'} #
{v",~'} ist, dann werden {«, o/, v,v'} und {a, o/, 7", ~} von ys zugelassen. Man verfahrt ahnlicherweise mit

den Enden. Dabei missen auch Enden {+’,~,~'}, falls sie vorkommen, nicht Ubersehen werden.

Wir legen ys-zuléssige und y-zuléssige oder yg-zulassige und y7.-zuldssige Enden und Schleifen zusam-
men, um § und §}, zu erhalten. Um zu zeigen, daB §jj, = ¥ ist, ersetzen wir systematisch in von ys zugelassenen
breiten Wegen alle Schleifen und Enden, die ein gespanntes Paar {~,~'} oder {~,~"} enthalten, durch Schleifen
oder Enden, die {7’,+"} enthalten oder, wenn es erlaubt ist, lassen wir sie aus. Wenn die Schleifen durch yr
zugelassen sind, wenn sie also Strecken nur aus der Menge T enthalten, wird das Paar {~,~'} durch {¢’,6"}
ersetzt. Umgekehrt ersetzen wir Schleifen oder Enden, die {’,~"} oder {¢’, 6"} enthalten, mit Schleifen und
Enden die y enthalten. Wir bemerken, da bei diesem Verfahren die Knoten leicht abgeandert werden mussen.
Wenn zum Beispiel 7/ und ¢’ &uBere sind, dann ist ein Knoten der Art (a), der {~,~"} mit sich selbst verbindet,
durch einen Knoten der Art (b), der {~',~”} mit {¢’,6”} verbindet, zuersetzten. Da ~ nicht die einzige innere

Strecke ist, ist in diesem Fall notwendigerweise v/ = §”
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Abanderung A.2. Eine zweite Abanderung ahnlicher Art kann definiert werden, wenn -y eine innere Strecke
ist, die mittels gy mit keiner Strecke aufRer sich selbst verbunden ist. Im Gegensatz zu der ersten Abanderung,
kann ~ jedoch mittels 35 mit anderen Strecken in S verbunden werden. Die erste Abanderung ist folglich ein
spezieller Fall der zweiten. Die zweite ist nicht schwieriger, und ihre ausschlaggebende Rolle beim Beweis kann
leicht verkannt werden. Die Strecke v wird nochmals ausgehoben, um S’ und T” zu bekommen, und 7+ genau
wie vorher definiert. Die Menge von Verbindungen g s- erhalt man, wenn man alle Verbindungen mit ~ aufhebt,
und neue Verbindung einfihrt, indem man g5/ («, 8) = 1 setzt, wenn o und 3 in S liegen, und gs(a, ) = 1 und
7s(B,7v) = Llist. Im Gegensatz zur Abanderung A.1 ist es mdglich, nicht nur daf einige Verbindungen in 3¢
abhandenkommen, sondern daf’ auch neue Verbindungen entstehen, weil die Verbindungen durch 4 ¢ von  mit

anderen Strecken ausgestrichen werden.

Die eigentliche Gefahr ist, dal neue Verbindungen entstehen, denn eine Verbindung zwischen « und 3, die
vorher durch gg nicht verbunden waren kdonnen durch g/ verbunden sein, wenn jede ¢g-Verbindung, die sie
trennt, v mit einer zweiten Strecke verbindet, und wenn keine neu entstandene y s/-Verbindung, die die Strecken

« und ( voneinander trennt, existiert.

Es seien oo und § durch s verbunden, nicht aber durch gg. Es seien I; und I die zwei offene Intervalle
(o, B) in S. Die Strecke v gehore I;. Dann existiert ein § € I, das mit v durch gs verbunden ist. Es kann
dagegen keine Strecke v; € I; aufler v geben, die mit einer Strecke aus I verbunden ist. Die Folge ist, dal
es einen zulassigen breiten Weg gibt, der von « nach 3 fuhrt. Der Klarheit halber schreiben wir diesen Weg

vollstandig auf. Es sei ' der Nachbar von ~ zur Seite o und " der Nachbar zur Seite 3.

C1={a,7,7},
Co = {77, %'}
Cr = {77 7:7"},
Cy = {7,7",7:7"},
C3 = {v,7",8}.

(4 isteine Schleife in 7. Wenn wir statt einer einfachen Verbindung ein zul&ssiges Ende {«, 3, 3’} hatten, kdnnten

wir eine ahnliche Reihe bilden, die aber, statt mit einem zuldssigen Ende zu enden, mit einer zulassigen Schleife,

C3 = {’yvﬁyﬂvﬁvﬁ/}v

enden wurde. Schleifen werden ahnlich behandelt.

Wie bei der ersten Abénderung ist es sofort klar, daB s- und g7+ eine Zusammenklebung g%, ergeben, die
gleich iR ist. Der Beweis, daR yr, = gr ist, ist auch dem Beweis derselben Gleichung fur die erste Abanderung
ahnlich. Wie wir schon bemerkt haben, ist einige Vorsicht jedoch angebracht, da bei den breiten Wegen, die in

der Konstruktion von ¢z, vorkommen, noch mehr problematisch sein konnen.
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Es sei {«a,’,v,7'} eine von yg zugelassene problematische Schleife. Auch in diesem Fall sind 4" und
~" nicht durch 3 verbunden. Eine Verbindung in §s kdnnte o oder o’ von 4" trennen, aber nur dann wenn
es eine Verbindung der Strecke v mit einer zweiten Strecke ist. Diese sind jedoch gerade die Verbindungen
die aufgehoben werden, um 7. zu bilden. Da « und o’ nicht durch §g von +’ getrennt sind, kann eine neu

entstandene Verbindung sie auch nicht von ~” trennen. Folglich wird {a, o/, ~",~’} von ys/ zugelassen.

Die von yg’ zugelassene Schleifen und Enden kdnnen aus zwei Grinden problematisch sein. Diejenigen, die
problematisch sind, weil sie Verbindungen zwischen Strecken aus S’ enthalten, die in §s: liegen und nichtin g,
sind schon behandelt worden. Die anderen werden wie bei der Abanderung A.1 behandelt. Bei der Abanderung
A.2 ist es mdglich, daB {a, a’,v",~'} von gs, zugelassen ist, ohne dal’ {a, o/, ~v,~'} und {«, o', +", v} beide von

45 zugelassen werden. Eine dieser Schleifen ist aber notwendigerweise zugelassen, und eine reicht.

Abanderung A.3. Die dritte Art Abanderung wird vorgenommen, wenn ein benachbartes Paar {v1,72} in Q
durch ys verbunden ist. In diesem Fall werden S’ und 7" erhalten, indem wir ~; und ~2 zu einer einzigen Strecke

~ zusammenkleben. Die abgeanderten Mengen 45 und 47+ werden definiert, so daf

gS’(aaﬂ) :gS(O‘aﬂ)a gT'(O‘aﬂ) :gT(O‘aﬂ)a

wenn weder « noch 3 in {v1,72} liegt. Man setzt g5/ (a, ) = 1, wenn entweder gs(a, 1) oder gs(a, 1) gleich 1
ist, und sonst gleich 0. Der Wert von g7 («, v) wird ahnlicherweise definiert. Bei dieser Abanderung ist es auch
klar, daB 4% = yg.

Wenn weder o« € S noch 8 € S in {y1,72} liegt, ist §s/ (o, ) = gs(e, 3). Ferner gilt die Gleichung
9s/(c,y) = 1, dann und nur dann, wenn gs(a,v1) = 1 oder gs(a,v2) = 1 ist. Die neue Menge §7 wird genau
so aus yr abgeleitet. Da §s(v1,72) = 1 werden die Schleifen und Enden, in denen ~; und ~2 gespannt sind,
nicht von ys zugelassen. Ein gespanntes Paar {0, } oder {J,~2} in einer von ys zugelassenen Schleife oder in
einem zugelassenen Ende wird durch {4, v} ersetzt, und die damit zustande kommenden Schleifen und Enden
werden von ys: zugelassen. Umgekehrt wird ein gespanntes Paar {d,~} in einer von ygs zugelassenen Schleife
oder in einem von ygs zugelassenen Ende durch ein Paar {4, ~;} ersetzt. Der Index ist entweder 1 oder 2 und so
gewahlt, daB § und ~; benachbart sind. Es ist ausdricklich zu bemerken, daR die dabei entstehenden Schleifen
oder Enden zulassig sind, denn eine Strecke, die durch gs, mit § und ~ verbunden ist, ist notwendigerweise
durch ¢s mit derjenigen der Strecken v, und -, die zu § benachbart ist, verbunden, wenn g5 (4,) = 0 ist. Die
von yr+ zugelassenen Schleifen und Enden, sowie die von yr zugelassenen Schleifen und Enden, in denen

und 2 nicht gespannt sind, werden dhnlicherweise behandelt

Schleifen und Enden, die von yr zugelassenen sind, und in denen +; und - gespannt sind, kdnnen jedoch
in einem breiten Weg vorkommen. Diese sind auf den ersten Blick besonders problematische Schleifen und
Enden, weil man denken kdnnte, wegen der Abanderung wuirde der Weg hier unterbrochen. Es sei zum Beispiel

E = {a, 1,72} ein zugelassenes Ende. Eine darauf folgende Schleife im breiten Weg kann keine Schleife von
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Verbindungen in ¢g sein. Folglich ist sie eine Schleife, deren Strecken in 7' liegen. Die Strecken eines darauf
folgenden Ende miBten auch in T liegen. Es sei zum Beispiel D = {1,792, 3,0’} eine von yr zugelassene
Schleife. Die Zuléssigkeit von D und E hat zur Folge, daB auch {«, 3,3’} ein zulassiges Ende ist, weil zum
Beispiel eine Verbindung, die § von « trennte, wiirde notwendigerweise eine der Strecken . und 3 von ~; oder
72 trennen. Die Kette

aa’y1572771572767 6/

kann daher durch das Ende {«, 3, 3'} ersetzt werden. Man verféhrt auch so wenn E eine Schleife ist oder D ein

Ende.

Es bleibt jedoch zu beweisen, daf alle diese Abanderungen zulédssig in dem Sinn sind, daf3 sie die Bedingung
(3.b.4) nicht beeintrachtigen. Bei der Abanderung A.l ist das ohne weiteres klar. Bei der Abanderung A.2
ist nur der Ubergang von s zu gs/ fraglich. Es sei (a1, 31,71,01) ein Zyklus in S’ und zwar der Art, daR
ys (a1,v1) = 1ist, nur weil a; und v beide durch s mit v verbunden sind. Wenn aus demselben Grund
¥s:(B1,01) = 1ist, ist die Gleichung s/ (a1, 51) = 1 fur ein nicht benachbartes Paar {«a1, 31} sofort klar. Sonst
bestehen zwei Mdoglichkeiten, entweder (o, 51,7, d1) ist ein Zyklus oder (y1, 81,7, d1) ist ein Zyklus. Wenn
die erste Moglichkeit gilt, ist die Gleichung ys/(a1,81) = 1 fur nicht benachbarte « und [ eine Folge der
Bedingung (3.b.3) fiir ys. Allgemeiner gilt in beiden Fallen wegen (3.b.4) die Gleichheit ys(51,~) = 1. Folglich
istys (a1, /1) =1.

Dal’ die Mengen 75/ und 47, die man von der dritten Art Abanderung bekommt, auch die Bedingung (3.b.4)

nicht verletzen, ist ziemlich klar.

V.B. Weitere Abanderungen. Die Abanderungen, die wir im vorigen Abschnitt beschrieben haben, hatten
keinen EinfluB weder auf die Menge ¢y z noch auf die Menge ¢ r. Die Abanderungen, die wir in diesem Abschnitt
beschreiben, werden auch bei dem Induktionsverfahren verwendet. Im Gegensatz jedoch zu den vorigen, sind die
neuen Menge R’ nicht gleich R, und die neuen Mengen 4 g und g verschieden von den alten, 3z und ¢, so daR
es bewiesen werden muB3, wenn ¢y - und y 5 dual sind, dann sind auch 4z und yr dual. Bei diesen Abanderungen
werden nur dulere Strecken aufgehoben oder zusammengeklebt, so dal3 die sich daraus ergebenden Folgen fur
Schleifen und Enden leichter Gberschaubar sind. Es kann auch in allen Fallen leicht nachgepruft werden, daf? die

Mengen g5 und g7 die Bedingung (3.b.4) erfullen.

Abédnderung B.1. Es seien 4/ und ~” zwei verschiedene auRere Strecken in .S, die mit einander durch §g
verbunden sind. Das Interval [y/,~"] sei so definiert, daf es keine innere Strecke enthélt. Wir setzen erstens

voraus, daf3 keine Strecke aus

(’_}/77//) C [')/7')/1]
mit einer Strecke aus dem Komplement von [y’,~”] verbunden ist. Unter dieser Annahme heben wir die

Vereinigung der Strecken im Intervall (v, ~") auf, um eine neue Streckenmenge S’ zu bekommen. Wir setzen
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(5b1) gs/(avﬂ) = gS(avﬂ)v
wenn a € S’ und 3 € S’ sind.

Hieraus folgt sofort, dall unter derselben Annahme

(5b2) ZQS/(aaﬂ) = yS(avﬂ)'
Weder die Menge T noch die Menge y wird geandert.

Die Menge R’ wird auch erhalten, in dem man alle Strecken in (v/,~") aufhebt. Sie ist also S" A T. Es
gilt offensichtlich die Gleichung §r (o, 8) = yr(a, 8), wenn beide Seiten definiert sind. Wenn o dem Intervall
(v',~"") gehort und 5 dem Intervall [/, "], dann ist yr(a, 8) = ys(a, 8) und gr(a, B8) = gs(a, 3). Wenn 3
auRerhalb dieses Intervalls liegt, ist gr(«, 5) = 0und yr(«, 5) = 0.

Es sei vorausgesetzt, dal? yr- die zu yr, duale Menge ist. Wir wollen daraus schlie3en, dal yr zu yr dual
ist, also daR §r(«, 8) = 0, dann und nur dann wenn es eine yr-Verbindung gibt, die « von § trennt. Wenn « in

(v',~") liegt, ist das klar, denn g ist zur Menge ys dual. Insbesondere, wenn (3 auRerhalb [y',~"] liegt, ist

Ur(a, B) = ys(a, B) = 0,

und die Verbindung von 4’ mit~” gehdrt zu §r und zu gs. Es sei schlieBlich weder « noch 3 im Intervall (v, ~").

Der erwunschte Schluf? ergibt sich dann aus der Annahme, dal ¢y zu yr/ dual ist.

Es ist natzlich, die Abédnderung B.1 unter allgemeineren Umsténden einzufuhren. Es sei v eine gegebene
innere Strecke. Wir lassen yg-Verbindungen zwischen - und Elementen aus (v',~"’) zu. Der einzige Unterschied
zum vorhergehenden Argument ist dann, daB gs(«, 8) fir « und G in (7’,+") gleich 0 sein kann, weil ein drittes
Element zwischen ihnen mit v verbunden ist. Da dieses Element in R mit v’ und +” verbunden ist, kdnnen wir

wie vorher schlielen.

Abanderung B.2. Es sei «y eine Strecke aus (), daR auReren Strecken sowohl aus S wie aus T benachbart ist.
Es liegt also v am Rand der Menge (). Wir nehmen an, dall ~v durch 3¢ mit duRReren Strecken aus S und durch
gy mit auBeren Strecken aus T verbunden ist. Sei € diejenige Strecke aus S, die mit « verbunden ist, und deren
Abstand von v in R so klein wie mdglich ist, und r die entsprechende Strecke aus 7. Im Ausnahmefall, daB @

eine einzige Strecke enthélt, mussen wir auch das Ende von ~ bestimmen, von dem wir Abstande messen.

Wir wollen S und T abandern, indem wir die Strecken in (¢,7) aus S und die Strecken in (n,v) aus T
aufheben, um Mengen S’ und 7" zu bekommen. Die Menge R wird dementsprechend geandert. Die Mengen
von Verbindungen g5 und ¢ werden durch die Gleichungen

ys (o, B) = ys(a, B),
yr (o, B) = yr(a, B),
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definiert, wenn die linke Seite Uberhaupt definiert sein sollte. Es gelten dann auch die Gleichungen,

ys/(av ﬂ) = yS(av ﬂ)v
QT/(av ﬂ) = yT(av ﬂ)v
unter derselben Bedingung.

Es ist klar, daf
gR’ (Oé, 6) = gR(a7 6)7

wenn « und 3 in R’ liegen. Wir nehmen an, daB gz zu yg/ dual ist, und folgern daraus, daB auch gz zu yx dual
ist. Es sei (e,n) das Intervall zwischen e und 7, das « berlihrt. Wenn weder « noch 3 in diesem Intervall liegt,
dannist gr(«, 8) = gr (o, B), weil die Strecken aus (e, n) auf keinem breiten Weg zwischen « und ( liegen. Da
eine yr-Verbindung, die « von j trennt, auch eine g g/-Verbindung ist, ist jr(«, ) dann und nur dann gleich 0,

wenn « und G durch eine g z-Verbindung getrennt sind, und die Dualitatsbedingung in diesem Fall erfulit.

Wenn a in (e, n) liegt, und 5 auBerhalb [e, ], dann trennt die § z-Verbindung von e mit ;) die Strecke a: von 3.
Es existiert ferner kein breiter Weg, der von « nach 3 fuhrt. Erstens ist das einzige Ende, das mit « beginnt, das
Ende {«,~,7'}, wobei v der Nachbar von v in .S, jeweils in T', ist. Wir nehmen an, « gehdre zu S. Dieses Ende
kann unmaoglich der erste Teil eines breiten Weges sein, das zu ( fuhrt, denn die einzigen Glieder, die in einer
nicht trivialen Weise an dieses Ende gelegt werden kdnnen, sind Enden {’,~,~'} oder {3’,~,~"}, wobei v" der
Nachbar von ~ in T ist und 8’ notwendigerweise zum Intervall [y”, 7] gehort. Folglich gilt §jz(«, 5) = 0. Der
Leser wird bemerkt haben, daR die zusatzliche Bedingung, die wir Enden der Art (b) auferlegt haben, in diesem

Argument unentbehrlich ist.

Dagegen wenn S in [y”, 7] liegt, und von keiner yp-Verbindung zwischen zwei Elementen aus [y, 1] von

getrennt ist, ist

T O P N
ein breiter zugelassener Weg, der von « nach g fuhrt. Folglich ist §r(«, ) = 1. Sonstist jr(a, ) = 0. Wenn
0 € [e,~'] ist, und wenn es auch von keiner ys-Verbindung zwischen zweien Elementen aus [¢,v'] von « getrennt

ist, ist es unmittelbar mit o durch g5 verbunden, und deshalb auch durch g r. Es trenntauch keine yg-Verbindung

« von 3. Somit wird die Dualitdt von y und g bewiesen
Abanderung B.3. Eine dritte Abdnderung ganz ahnlicher Art kann vorgenommen werden, wenn vorgegeben
sind:
(1) zwei benachbarte innere Streckenv; € Sund v, € T}
(2) zwei auRere Strecke 1 und ~4 aus S sowie 1’ und v4 aus T,
die die folgenden Bedingungen erfullen:

(1) 1 und 7, sind weder in S noch in T" verbunden;
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(2) in S'ist v mit~; und ~4 mit 2, und in T ist v{' mit y; und 4 mit v2 verbunden;
(3) es seien (v1,74) sowie (v{,~4) so definiert, daR sie aus lauter auBeren Strecken bestehen, dann ist keine
Strecke aus (1, v5) mit einer Strecke auferhalb [y1, 5] verbunden, und keine Strecke aus (1, v4) mit einer

Strecke auBerhalb [}, v4].

In diesem Fall schneiden wir alle Strecke aus (v1,~4) und (v{,~4%) aus, um S’, 77, und R’ zu bekommen. Die
Funktionen ¢z und yr- werden genau wie bei der Abanderung B.1 erhalten, und es wird auch genau so bewiesen,

daR die Ausasge I11.B.3 flir S und T aus dieser Aussage fur S’ und 7" folgt.

V.C. Widerspiegelung. Es ist nitzlich, eine vorbereitende Abdnderung der Mengen yg und g gleich am
Anfang vorzunehmen, bevor wir das Zusammenkleben beginnen. Es sei v eine gegebene innere Strecke. Wir
fihren mittels v eine Menge y% sowie eine Menge 75 ein, und werden leicht zeigen kdnnen, daB die sich durch

Zusammenklebung von g% und g1 ergebende Menge g'; gleich der Menge g ist, und die Menge 7, gleich §r.

Wir setzen g5 (o, 3) = 1 wenn gs(«,v) = 1 und gg(5,7) = 1ist. Da die Menge I's unverandert bleibt, gilt
die Durchschneidungsbedingung fur g5, wenn sie fir gg gilt. Es seien (aq, 81, 71, 61) zyklisch und g5 (o, 1) =
75(01,61) = 1. Wenn die Verbindungen von «; mit 43 und von 31 mit §; schon in gs liegen, dann ist «; auch
durch gg und folglich durch g% mit 3, verbunden. Wenn beide Verbindungen nur mittelbar ist, durch +, zustande
kommen, dann kommt auch eine Verbindung von «; mit 8; durch « zustande. Wenn dagegen weder $; noch
1 gleich ~ ist, und die Verbindung von «; mit ~; mittelbar, dann ist entweder (a1, 81,7, 61) oder (1, 81,7, 1)
zyklisch, und folglich wegen der Bedingung (3.b.4) ist §s(81,7) = 1, so dal a; und 3; mittels v miteinander

verbunden sind.

Die Menge ¢ ist etwas kleiner als die Menge ¢, obwohl sie darin enthalten ist. Es fehlen ihr ndmlich einige
Verbindungen mit v. Wenn « und 8 mit ~ verbunden sind, und wenn («a,~, 3,6) zyklisch ist, dann ist § von
« durch die neue Verbindung von o mit 5 getrennt, so daf8 §5(d,v) = 0. Da die yg-Verbindungen von « und
£ mit v, die Moglichkeit einer von g zugelassenen Schleife oder eines von gs zugelassenen Endes, die v und
¢ enthalten, ausschlieRen, ist der mogliche Verlust dieser Verbindungen folgenlos. Fur die drei Hilfsatze 111.B.4,
111.B.5, und 111.B.7, bei denen es sich nur um 4z und zugelassene breite Weg handelt, ist diese Abanderung auch

gestattet.

V.D. Beweise der Sitze 111.B.2 und 111.B.3. Es sei N die Anzahl der Elemente in der Vereinigung S U T
Wir verwenden ein Induktionsverfahren, in dem N als Induktionsparameter dient. Beim Beweis der Satze
kdonnen wir alle beschriebenen Abanderungen verwenden, auch diejenigen, die wir durch die Vertauschung
von S und T erhalten. Wenn wir irgendwelche dieser Abanderungen vornehmen koénnen, sind wir wegen der
Induktionsannahme sofort fertig. Als erste Vereinfachung, verwenden wir wiederholte Widerspielungen, so daly
wir schlieRlich annehmen kdnnen, daR wenn ~ eine innere Strecke ist, dann folgt die Gleichung §s(a, 3) = 1 aus

den Gleichungen gr(a,v) = 1 und §7(3,~) = 1. Eine dhnliche Annahme gelte auch fir g7
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Wir kdnnen weiter annehmen, dafl entweder Q = S N T eine einzige Strecke enthalt, oder daB jede innere
Strecke mittels s und mittels ¢y mit einer zweiten Strecke verbunden ist. Jede Strecke, mit der ¢ s eine innere
Strecke verbindet, liegt allerdings in S, wahrend ¢ verbindet sie mit einer Strecke in T'. Wir nehmen schlief3lich

an, daR keine benachbarte innere Strecken verbunden sind, weder durch s noch durch 3.

Obwohl die Aussage 111.B.3 ohne Voraussetzung der Gultigkeit der Aussage 111.B.2 genau gesehen fur uns
keinen Sinn hat, beweisen wir zunachst jene Aussage, und prufen diese nur nachher oder nebenbei nach. Wir
beweisen zuerst den Satz 111.B.3 im Fall, daf? es eine einzige innere Strecke v gibt, und diese mittels yr mit keiner

zweiten Strecke verbunden ist. Dann gelten folgende Gleichungen:

(5.d.1) wenna e RNSund € RNS,

(5.d.2) wenna e RNTund e RNT,

(5.d.3) wenna e RNSund g€ RNT,
yr(a, B) = 0.

Jede dieser Gleichungen, bis auf die zweite Gleichung (5.d.2), ist sofort klar. Wenn diese zweite Gleichung
nicht galte, gabe es ein Paar {«, 3} aus T, und zuldssige Enden {«,~v,~'} und {3,~,~"}, wobei v und ~”
Nachbarn von ~ sind, so daR gr(«, 3) gleich 0 ware. Wenn v’ = ~” ist, dann kann g die Strecken « und
B nicht trennen. Folglich gilt j7(«, 3) = 1, was ein Widerspruch ist. Wenn +' # ~”, dann kann allein eine
Verbindung von v mit einer zweiten Strecke die Strecke a von 3 trennen, und diese Verbindungen werden von

den Voraussetzungen ausgeschlossen.

Fir aund gin RN.S kann dagegen §r(«, 3) = 1sein,ohnedaB §s(a, 3) = 1ist, aber nur dann, wenn~ durch
15 mit einer zweiten Strecke verbunden ist. Wir bestimmen eine Richtung auf dem Kreisrand. Es seien, beztglich
dieser Richtung, o die erste und 3’ die letzte der Strecken aus RN S, die durch s mit «y verbunden sind. Dann ist
Jr(a, 8) = 1und gs(«, 5) = 0, wenn a vor o auftritt, und 8 nach 5’, und wenn ferner gs (o, v) = §s(8,7v) =1
ist. Bis auf eine triviale Vertauschung von « und 3 kénnen sonst diese beide Gleichungen nicht gleichzeitig
gelten. Diese Paare sind gerade diejenigen, deren Elemente durch die Verbindungen in s zwischen ~ und einer

zweiten Element aus S N R getrennt werden, nicht aber durch die Verbindungen in 3z

Ein erster einfacher Fall, immer noch unter der sehr beschrankenden Annahme, da @) aus ~ allein besteht,
das in T' mit keiner zweiten Strecke verbunden wird, kann gleich erledigt werden. Wenn R N S eine einzige
Strecke « enthélt, dann ist jr(a, ) = (v, B) fur jedes 5 € T, weil jede Strecke 8 aus T', die durch g mit v

verbunden ist, auch mit seinen Nachbarn verbunden ist. Der Satz 111.B.3 ist folglich trivial und nichts besagend,



50

weil fur jedes 5 aus R N T die Gleichung gr(«, 8) = gr(v, ) = 0 gilt. Der Satz 111.B.2 ist auch in diesem Fall
trivial. Infolgedessen setzen wir bei der weiteren Behandlung des Falles g1 (~,d) = 0, § # ~, voraus, daB RN S

wenigstens zwei Strecken enthalt.

Nur der Fall, dal @« € RN S liegtund 8 € RN T, ist aus der vorhergehenden Bespechung nicht klar. In
allen anderen Fallen ist gezeigt worden, daB yz(a, 3) = 0 ist, dann und nur dann, wenn « und (3 durch gr
getrenntsind. Fir« € RN.Sund 8 € RNT giltdie Gleichung §r(a, 8) = 1, dann und nur dann, daB ein breiter

zugelassener Weg,

(5.d.4) ®,v,7,7,9, 5,

vorhanden ist, denn jeder langere Weg laRt eine Verkiirzung zu. Es sei~"” der zweite Nachbar von ~y in S. Wenn ~
einen zweiten Nachbar in T besitzt, sei es 6”. Wegen der Voraussetzungen, sind g (8, §") und §1(5, ") gleich 1,
wenn g (8, ) = List. Ein breiter Weg der Art (5.d.4) existiert dann und nur dann, wenn £ nicht von ~ durch g
getrennt ist, und « durch g5 weder von ~ noch von +’. Der Bemerkung im nachsten Absatz zufolge ist gz («, 5)
dann und nur dann gleich 0, wenn a von ~y durch g5 getrennt ist, oder wenn  von - durch 3. Das heif3t, wenn
« und (8 durch gr getrennt sind, denn eine trennende Verbindung liegt entweder in s oder in g7 und trennt

eine der beiden Strecken von ~.

Damit es nicht Ubersehen wird, heben wir hervor, daR wenn « nicht von v getrennt ist, dann kann es
unmdoglich von ~" und ~” gleichzeitig getrennt sein. Das ist sofort klar bis auf den Fall, daR beide trennende
Verbindungen die Strecke ~ selbst mit anderen Strecken verbinden. Dann mussen wir die vorbereitenden

Widerspiegelungen in Betracht ziehen.

Der Satz 111.B.2 ist im allgemeinen trivial, wenn es eine einzige innere Strecke gibt, und sie durch ¢ mit
keiner zweiten Strecke verbunden ist. Zwei durch g verbundene Strecken liegen dann entweder beide in RN .S

oder RN T. Folglich wenn (a1, 81,71, 01) ein Zyklus ist, und

yr(o1,71) = yr(B1,01) =1

ist, dann liegen alle vier Elemente entweder in RN.S oderin RNT'. Die Bedingung (3.b.4) fur 3 ist infolgedessen

eine Folge derselben Bedingung fur ys und 4.

Wir nehmen jetzt an, daB jede innere Strecke durch 45 und durch ¢ mit anderen Strecken verbunden ist.
Es seien o und ( zwei miteinander verbundene innere Strecken, so gewahlt, daR die Anzahl der Strecken im
Intervall («, 3) so klein wie moglich ist. Das Intervall (a, 3) ist natlrlich so gewdhlt, daB es aus Strecken in
Q besteht. Es sei ys(«, 3) = 1. Wenn ~ im Intervall («, 3) liegt, kann v durch §s mit keiner zweiten Strecke

verbunden sein. Sonst ware es mit a oder 3 verbunden, was unserer Wahl von o« und g widesprechen wiurde.
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Wegen der Moglichkeit der Abanderungen A.2, kénnen wir folglich annehmen, daR das Intervall («, ) leer ist.
Dann sind « und (3 benachbart, und die Abanderung A.3 ist moglich. Da wir voraussetzten, wir hatten jede
mogliche Abanderung vorgenommen, um die Induktionsannahme anzuwenden, folgern wir, dal keine innere

Strecke mit einer zweiten inneren Strecke verbunden ist.

Es seien ag, ..., a die dauBeren Strecken in S, die durch gs mit einer inneren Strecke verbunden sind. Wir
zahlen sie in zyklischer Reihenfolge auf. Es sei (); diejenigen Strecken aus @, die mit «; verbunden sind. Die
Menge @ ist die Vereinigung der Mengen Q;, 1 < ¢ < s. Weil wir sonst eine allgemeine Abanderung der Art
B.1 vornehmen konnten, konnen wir annehmen, dal wenn @; N @,/ nicht leer ist, dann i’ = ¢ & 1 ist, und «;
und «; benachbart. Unter diesen Umstanden enthalt Q; N Q;; genau eine Strecke. Es konnen hdchstens zwei
Strecken zu einem gegebenen @; gehoren. In derselben Weise definieren wir 34, ..., 3, in T und Q;, 1<5 <,

mit ahnlichen Eigenschaften. Dann ist a; dann und nur dann mit 3; verbunden, wenn @; N Q; nicht leer ist.

Wegen der Moglichkeit der Abanderungen B.2, kdnnen wir annehmen, da die erste Strecke aus ()1 den
Strecken a;; und (31 benachbart ist, und die letzte innere Strecke, die in Qs und Q; liegen muB, den Strecken «
und (3; benachbart. Aus der Moglichkeit einer Abanderung B.3 schlieffen wir, daR alle auBeren Strecken aus S in

{a1,...,as} liegen, und alle &uBeren Strecken aus T in {(1, ..., 5t}

Wenn s = t = 1 pruft man leicht nach, daB 4 zu yr dual ist, denn es gilt
yr(a1,p1) = gr(a1, B1) = 1.

Aus Symmetriegrinden betrachten wir also nur zwei Félle: s > 1,¢ =1und s > 1,¢t > 1. Im ersten Fall
verbindet yr jedes nicht benachbarte Paar, und gz verbindet keines nicht benachbartes Paar. Folglich sind sie
zueinander dual. Das ist auch so im zweiten Fall, wenn () eine einzige Strecke enthalt. Wenn y so einfach ist,

ist die Aussage 111.B.2 auch ohne weiteres Klar.

Wir betrachten also den zweiten Fall unter der zuséatzlichen Voraussetzung, dal} es wenigstens zwei innere
Strecken gibt. Wenn Q; sowie Q) wenigstens zwei Strecken enthalten, dann dient die erste dieser Strecken zu
keinem Zweck, und kann, ohne daB yr oder §r beeinflult wéaren, ausgelassen werden. Wir kénnen folglich
annehmen, daB @, ein einziges Element v enthalt. Wenn @, die Menge @) enthalt, ist «; durch gz von allen
Strecken in R aufier sich selbst und seinen Nachbarn a; und 3; getrennt. Es istauch in .S selbst von allen Strecken
auler sich selbst und seinen Nachbarn getrennt. Ferner sind die yr-Verbindungen, in denen «; vorkommt,

UberflUssig, da die Gleichung yr(«a1, 3) = 1 die Gleichung yr (a2, 3) = 1 zur Folge hat. Der breite Weg

ala’yvala’yvﬁlvﬁl

verbindet «; und §;. Folglich gilt gz (a1, 81) = 1. Es gibt keinen breiten Weg, der mit «; beginnt und nicht mit

a selbst, ao, oder 3, endet. Wir folgern erstens, daR die Dualitat, insofern sie vy betrifft, gultig ist, und zweitens,
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dal wir o aufheben konnen, ohne die trennenden Verbindungen oder die Werte von ¢z und ¢z sonst zu storen.

Folglich kdnnen wir die Induktionsannahme anwenden, um die Ausage I11.B.3 zu erhalten.

Um die Aussage I11.B.2 in diesem Fall zu zeigen, bemerken wir zunachst, dal wir nur Zyklen, in denen a;
vorkommt, behandeln mussen, denn die anderen werden von der Induktionsannahme gedeckt. Das sonst nach
der Aushebung vielleicht genierende benachbarte Paar {«2, 51} ist sowieso verbunden. Es sei Q1 = {~v}. Weil
yr(a1, 8) = gs(v, 8) fur 6 € RN Siist, und gr(a1, ) = gr(v, B) fur g € RN T, folgt die Bedingung (3.b.4) fiir

YR, insofern sie o betrifft, aus derselben Bedingung fur ys und yr.

Wir nehmen zuletzt an, daB Q1 N Q2 leer ist. Wenn Q- die Menge Q' nicht trivial durchschneidet, dann kann
a1 in allen trennenden yz-Verbindungen wieder durch a4 ersetzt werden, und das schon verwendete Argument
ergibt das erwunschte Ergebnis, und zwar die erwulnschten Ergebnisse, denn die Aussage 111.B.2 folgt wieder
aus dem hervorgehenden Argument. Der einzige Fall also, den wir noch behandeln mussen, ist derjenige, fur
den Q; = Q] ist, und ein einziges Element enthalt. In diesem Fall ist §r(a1,8) = 1 nur fur § gleich a; oder
Bi, i = 1,2. Esist oy nur mit sich selbst und 3; durch 3 verbunden und mit sich selbst, a2, 51, und 32 durch
yr. Die Verbindung von as mit (5 trennt es von jeder anderen Strecke. Die Verbindung von «; mit 3; trennt
dagegen keine Strecken. Hieraus schlieBen wir nochmals, daf3 die Dualitat, sofern «; darin vorkommt, gilt,
und dafl wir a1 aufheben konnen, ohne die die anderen Strecken betreffende Lage zu andern. Wir wenden die
Induktionsannahme auf die gednderten Mengen an. Somit wird Satz 111.B.3 schlieflich bewiesen. Um den Satz

111.B.2 zu beweisen, heben wir am besten a1, 51, und die Strecke in ; alle aus.

V.E. Beweis der Hilfsatze 111.B.4 und I11.B.5. Obwohl diese zwei Satze in ahnlicher Weise bewiesen werden,
ziehen wir es vor, zunachst den Hilfsatz I11.B.4 zu beweisen, denn die dazu notigen Bezeichnungen sind einfacher.

Es seien
U= (C—la EERE CQT—Q—l))

V=(D_1,...,Da541),
die zwei in Betracht kommenden breiten Wege. Wir betrachten alle moglichen Abanderungen, und zeigen, wenn
die Aussage I11.B.4 nach der Abanderung gilt, gilt sie auch vor der Abanderung. Dann kdnnen wir genau wie bei
den vorhergehenden Beweisen, die Aussage auf relativ einfache Falle zurtckflhren. Wir bemerken sofort, daf3 bei
den zweien vorliegenden Satzen sowie bei dem Satz 111.B.7, die Widerspiegelungen ohne weiteres vorgenommen

werden konnen, da sie die breiten Wege nicht beeinflussen.

Bei jeder Abanderung ersetzen wir einige problematische Schleife oder Ende in U und V', um breite von den
neuen Mengen von Verbindungen zugelassene Wege U’ und V' zu bekommen. Wir verwenden die Induktion-
sannahme, um eine Reihe

W' = (E'1,...,E5 )
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zu erhalten. In dieser Reihe ersetzen wir, wenn es notig ist, die problematischen Schleifen und Enden, wobei
allerdings, wenigstens wenn es um Abanderungen der Art A handelt, auch das letzte gespannte Paar geandert

werden kann, und bekommen schlielich eine Reihe,
w"=(E",,..., Egt,,ﬂ),

die oft schon die von dem Hilfsatz verlangte Reihe W ist. Unter gewissen Umstdnden mussen dennoch weitere

Ersetzungen vorgenommen werden, um W aus W abzuleiten.

Far Abanderungen A.1 und A.2 kénnen wir die Zulassigkeit dieses Verfahrens fast sofort der Beschrei-
bung der betreffenden Abanderung ablesen. Der Fall (2) des Satzes ist vielleicht etwas fraglich, wenn bei der
Abanderung es gerade ~ ist, die weggeworfen wird. Denn das letzte angespannte Paar, dessen Existenz im Satz
behauptet wird, enthélt v. Es sei 7' der Nachbar von v in Q, und {+', 3} das letzte gespannte Paar in Ey,, , ;.
Wenn 3 in T liegt, konnen wir einfach o' durch v in E3,, | | ersetzen um Ey;,; zu erhalten. Wenn dagegen 3in S
liegt, und es sich um die Abénderung A.2 handelt, dann kann gs(/3,~) = 1 sein. Folglich ist diese unmittelbare
Ersetzung nicht zugelassen. Wenn 3s(8,v) = list gs(v’,v) = 0. Es sind ferner die anderen Glieder 241 und
Yoy 41, 0der im Ausnahmefall v_1, von Ej,, , ; nicht von y getrennt. Wir kdnnen folglich das Paar {/3,~'} durch
{7,7'} ersetzen. Diese Ersetzung zusammen mit den ndtigen Ersetzungen der anderen Schleifen und Enden
ergibt aber einen Weg, der zunéchst im Sand verlauft, denn er endet am inneren Diameter, an dem Paar {~,~'}.
Um {v, 8’} zu erreichen, kdnnen wir aber dann eine weitere Schleife {y’,~, 3’, v} in T hinzufligen, denn in T ist

die Strecke v mit keiner anderen verbunden, und folglich g+ (v', 3’) = 0.

Dal? das Verfahren auch auf die Abanderungen A.3 verwendbar ist, 1a3t sich leicht nachprtfen. Alle Schleifen
und Enden in U und V, in denen «; und v, gespannt sind, werden erst, mittels des wahrend der Einfuhrung
dieser Veranderung beschriebenen Verfahrens, durch verkurzte Schleifen und Enden ersetzt, die dieses Paar
vermeiden, und die neuen dabei erhaltenen Wege durch von ys/ und y: zugelassene breite Wege U’ und V'

ersetzt. Das weiter zu verwendende Verfahren, das W’ und W ergibt, bietet kaum Schwierigkeiten.

Wir betrachten trotzdem den Fall (2) etwas naher, unter der Annahme, dall das zusammengeklebte Intervall
v am Ende des Durchmessers liegt. Sei, zum Beispiel, {2t/ +1, 75,1, 3,7} das letzte Glied der Reihe W', Es ist
gleichgultig, ob seine Elemente S oder T gehoren. Liegen sie in T'. Es sei v, der Nachbar von 3 in {y1,72}. Da
6 mit v durch g nicht verbunden ist, ist es weder mit v, noch mit v, verbunden. Wegen der Bedingung (3.b.4)
und der Definition der Abanderung ist weder vo;/1 noch vy, ; von ~; durch g getrennt, weil eine trennende
Verbindung notwendigerweise eine Verbindung mit v ware, und diese Verbindung wrde das jeweilige Element

Yatr+1 0der v5,,; von 3 trennen. Der Ausnahmefall, daB3 ¢ = —1, wird &hnlich behandelt.

Wenn bei der Abanderung B.1 entweder die Strecke 3 oder dei Strecke 3’ auRerhalb [/, v”'] liegt, dann liegen
sie beide auBerhalb (y/,~"), und die Aussage 111.B.4 fur S und T ist eine unmittelbare Folge derselben Aussage

fur S’ und T”, denn ein breiter Weg, der mit {3, 3’} endet, kann in das Intervall (7/,~") nicht eindringen. Wenn
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dagegen eine dieser Strecken in (7,~") liegt, dann liegt die andere, sowie «, in [y/,~"]. Die Strecke (3 liege in
(+v',7"). Dannistr = —1 und C_; ist entartet, eine direkte Verbindung in §js von a mit 8. Wenn 3’ auch im
offenen Intervall (’,v") enthalten ist, ist s = 1 und D_; entartet. Die Aussage folgt also sofort, wie auch im Fall,
daB « in (7,~") liegt. Wenn {«, 5’} in {7',~”} enthalten ist, dann ist entweder o« = (', ein trivialer Fall, oder
a # 3. Inbeiden Fallen ist §s(a, ') = 1, so daR es eine unmittelbare Verbindung von a mit 3’ gibt, obwohl der

Weg V selbst kompliziert sein konnte. Wegen der Existenz dieser direkten Verbindung ist die Aussage klar.

Bei der Abanderung B.2 ist ein Intervall (e,n) ausgezeichnet. Es ist das Intervall in dem alle Abstande
gemessen werden. Es liegt entweder jede der Strecken «, 5, und 3’ im Intervall [e, ], oder eine liegt auBerhalb
dieses Intervalls und dann liegen alle im Komplement von (e, 7). Im zweiten Fall ist die Aussage 111.B.4 eine
Folge derselben Aussage fur die abgednderten Mengen. Es seien also alle drei Strecken in [e, n]. Dann kann W

mit der Hand konstruiert werden, ohne auf die Beschaffenheit von U und V' genauer zu beachten.

Es sei zum Beispiel « € [e,~]. Wenn S und 8" auchin [e, 7] liegen, dannist {«, 3, 3’} zul&ssig im schwachen

Sinn. Wenn S und 5’ in [,~"] liegen, ist

W ={o,v {7 7" {8, 8}

ein moglicher Weg. Wenn schlieRlich 8 und 8’ Nachbarn von ~ sind, ist

W=FE = {avﬂvv}

die erwulnschte Reihe.

Unter den Umstanden, die eine Abanderung der Art B.3 gestatten, lauft alles innerhalb drei verschiedener

Mengen ab:

(1) des Intervalls [y1,v1] in S, das ~4 nicht enthalt, und des entsprechenden Intervalls [y}, y1] in T}
(2) des Intervalls [y5, 2] in S, das 4 nicht enthalt, und des entsprechenden Intervalls [y4, v2] in T}

(3) der zwei Ubriggebliebenen Intervalle [v{,~5] und [y}, 4] und des Paares {~1,y2}.

Die zwei ersten Félle werden wie vorher behandelt, die Aussage wird auf die entsprechende Aussage fir S’ und

T’ zurlckgefuhrt.

Beim letzten Fall kdnnen die Wege U und V' entweder direkt sein, oder das gespannte Paar {~1,v2 } enthalten.
Wenn der Weg auf diese Weise durch {~1,v2} vermittelt ist, ist weder v; noch ~, durch gs (jeweils gr) von (3
(jeweils (') getrennt. Es ist folglich leicht W aufzubilden, wenn U und V' entweder beide direkt oder beide
vermittelt sind. Seien dagegen, zum Beispiel, U direkt und V' vermittelt. Es sind dann die drei Strecken «, 3,

und 3’ entweder alle in [y{,~5] oder alle in [y}, v4] enthalten. Wir nehmen an, daB sie alle in dem ersten dieser
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Intervalle enthalten sind. Wenn ggs(«, 5) = 1 waére, oder wenn §s(8,71) = 1 und gs(0,v2) = 1 wéren, ware

eine der folgenden breiten Wege maoglich:

W ={a,p,3'};
oder

W = {05,'}/17'72}; {ﬁaﬁ/771572}'

Wenn gs(a, 8') = 0ist, ist « von /3’ durch gs getrennt. Diese Verbindung kann jedoch 8’ weder von ; noch von
~2 trennen, und kann ferner « nicht von 3 trennen. Da (3 und 3’ benachbart sind, liegt folglich 3 zwischen o und
', und diese trennende 7 s-Verbindung verbindet 3 zu einer zweiten Strecke jenseits «. Sie trennt deshalb « von
~1 und 75, was auch unmaoglich ist. Somit ist bewiesen, dafl} bei dem Beweis des Satzes 111.B.4 die Abanderung

B.3 erlaubt ist.

Bei dem weiteren Beweis verfahren wir wie im Abschnitt V.D. Wir erledigen zuerst einige triviale Falle.

Damit unsere Bezeichnungen eindeutig bleiben, umnennen wir die Strecke o des Satzes auf .

Wir nehmen zunachst an, daB @ aus einem einzigen Element v besteht. Es seien v’ und ~" seine Nachbarn
in S, und ¢’ und 6" seine Nachbarn in 7. Wenn U und V direkte Verbindungen sind, 14t sich W ohne weiteres
konstruieren. Es sind sonst nur zwei Falle, die problematisch sein kénnten. Wir beschreiben zwei typische
Beispiele

Erstens ist es moglich, daB o und 5 unmittelbar durch §s verbunden sind, und 3’ € S mit o durch einen
breiten Weg V' verbunden ist. Als gespanntes Paar in diesem Weg konnte {~,~'} vorkommen. Wenn /' nicht
durch g5 von « getrennt ist, ist

W ={a,8,0'}
ein moglicher Weg. Wenn aber 3’ und « getrennt sind, dann ist 3" auch von  getrennt. Das ist ein Widerspruch.

Es ist auch mdglich, da «w mit 8 € T durch einen Weg, in dem {~, 6’} gespannt ist, verbunden ist, und mit
(' € T verbunden ist, durch einen Weg, in dem {v, "} gespannt ist. Wenn 3 nicht von 6" getrennt ist, oder 3’

nicht von ¢’, ist entweder

W ={a,v,7"} {7, 6" {0, 8", 3,6}

oder

W ={a, 7,7} {7,770} {7, 0", 8,8}

ein moglicher Weg. Im allgemein ist jedoch ~’ nicht durch g5 von ~” getrennt, wenn gs(«,7’) = 1 und
Js(a,v") = 1, so daB wir das Paar {~,~'} und {v,~"} mittels der Schleife {~,~’,v,~"} auf jeden Fall verbinden

konnen.

Wir flhren jetzt die Bezeichnungen, die wir vorher verwendet haben, ein, und nehmen an, daf} es wenigstens

zwei innere Strecken gibt. Die ganze Zahlen s und ¢ werden auch wie vorher definiert. Der Fall s = ¢ = 1 kommt
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bei den Satzen 111.B.4 und 111.B.5 nicht in Betracht. Auf jeden Fal ist er ganz trivial. Der Fall s = 1,¢ > 1 rdumen

wir zunachst ab, obwohl wir nachher den Fall s > 1, ¢ > 1 in derselben Weise behandeln werden.

Am einfachsten beschreiben wir die méglichen Tripel {«, 5, 3'}. Esseizuerst 3 = 3; und 5/ = 8,1, j = j+1,
in T'. Die Strecke a muB dann in S liegen. Es ist ferner der Durchschnitt Q) N Q;, leer, weil es angenommen
worden ist , daB yr(S3, ') = 0. Es seien 7" und v die aneinander liegenden Strecken aus @ und Q’,, Als Weg

W wahlen wir

{a, v A"}, 8,8}

Wenn 3 € S liegt und 3’ € T, und sie benachbart sind, dann ist notwendigerweise unter den jetzt obwaltenden

Umstanden yr(5, 3’) = 1, so daB dieser Fall nicht auftritt, und nicht nur fir s = 1, sondern fiir beliebige s und .

Esseienalsos > 1,t>1,und 8= G;inS, 5 = B, j' =7+ 1,in T. Wir fihren 4" und +" wie vorher ein,
und zwar, so daB ", ', a1, ..., o, zyklisch ist. Es sei i’ der letzte Index, flr den 4" € Q;/, und " der erste, fiir
den~” € Q;». Dannist a = «, flr i’ < i < ¢”, aber sonst beliebig. Da " — ¢’ < 1, ist die Auswahl nicht gerade

ergiebig. Auf jeden Fall kdnnen wir W wie vorher konstruieren.

Somitwird der Hilfsatz 111.B.4 bewiesen. Esistklar, dal? der Hilfsatz 111.B.5 in genau derselben Weise bewiesen
werden kann. Folglich beschreiben wir seinen Beweis nicht, und wenden uns dem Beweis des Hilfsatzes 111.B.7

ZU.

V.F. Beweis des Hilfsatzes I11.B.7. Dieser Hilfsatz wird natirlich auch mittels eines Induktionsverfahren
bewiesen. Bei dem zweiten Teil ist 3 € S und 5’ € T'; um jedes MiBverstandnis zu vermeiden, sei dann ¢ ihr
gemeinsamer Nachbar in ). Dann ist das letzte gespannte Paar in der Schleife Fs;11 das Paar {e, 5}, und das
Symbol ~ bleibt frei. Als erster Schritt muR jede Abanderung nochmals betrachtet werden, aber hinsichtlich der
neuen Aussage. Da wir ferner bei den Abanderungen die Moglichkeit einer Vertauschung von S und 7" benutzt
haben, um die Anzahl der Falle in Schranken zu halten, mussen wir uns jetzt die nichtsymmetrischen Falle

genauer ansehen. Es genlgt, in den Voraussetzungen die Maglichkeit, dak 5’ € S und 38 € T, auch zuzulassen.

Im allgemeinen bleibt der Wertvon 5 (3, 8') bei Abdnderungen der Art A unangetastet. Es muR nachgepruft
werden, ob die neue Kette W', die entsteht, wenn alle problematischen Enden und Schleifen ersetzt werden, so
endet, dal? der Satz I11.B.7 auf sie angewendet werden kann. Nur die zweite Halfte des Satzes ist in dieser
Hinsicht fraglich. Bei der zweiten Hélfte ist es wohl mdglich, daR die Konstruktionen, die beim Ubergang zu W’

eingefuhrt worden sind, auch auf die letzte Schleife oder das letzte Ende E5;; vorgenommen werden mussen.

Wir betrachten zunéchst die Abanderungen A.1 und A.2. Wenn « ungleich € ist, ist auch der zweite Teil klar.
Wenn dagegen v = ¢ ist, dann kdnnen wir annehmen, {7, 8’} sei das Paar {3, 3'}. Dann ist die letzte Schleife in
W gewil} problematisch. Sie wird jedoch, nach dem allgemeinen Verfahren durch eine Schleife, in der {v/,~"}

oder {4’, 6"} gespannt ist, ersetzt. Folglich ist

Jr(8,8") = yr(B,5') = 0.
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Eine Abanderung der Art A.3 bietet Uberhaupt kein Problem, denn, wenn es sich um den zweiten Teil des

Satzes handelt, ist e = v und, wenn zum Beispiel 5 € S'ist, ist §s/(5,~) = 0, dann und nur dann, wenn

@5(6771) = gs(6772) =0

ist. Dagegen kdnnen wir nur behaupten, dal die Gleichung yr/(a,y) = 0 die Gleichungen Fr(c,v1)

= 0und gr(«,v2) = 0 zur Folge hat. Dies aber reicht.

Bei einer Abanderung der Art B.1 spielt sich wie beim Beweis des Satzes 111.B.4 alles entweder im Intervall
[v', "] oder im Komplement des Intervalls (v/, ") ab. Die Aussage 111.B.7 fir S und T ist im ersten Fall trivial

und im zweiten eine Folge der Aussage fir S’ und T".

Bei einer Abanderung der Art B.2 sind es das Intervall [¢, 7] und das Komplement des Intervalls (e, ), in
denen sich alles abspielt. Wenn sich alles innerhalb des Intervalls [, 5] abspielt und 5 und 3’ beide zu S oder
zu T gehdren, dann ist 5z (8, 8') gleich gs(5, '), jeweils g7 (8, 3’). In diesem Fall ist folglich §r (3, ') = 0 laut
Voraussetzung, denn W ist zuldssig. Wenn 5 € S liegt und 5’ € T, dann ist nach Voraussetzung gz (3, 5') = 0,
denn jeder Weg von 3 nach 8’ wurde Uber ~ fihren, und entweder ist gs(y, 3) = 0 oder g (v, 5") = 0, weil sonst
wiére 5 = eund 3’ = n, was keinen Platz fiir « Ubrig 14Rt, wenigstens wenn vorausgesetzt wird, daR (e, n) nicht

leer ist. Wenn sich alles auBRerhalb (e, ) abspielt, kdnnen wir die Aussage fir R’ unmittelbar anwenden.

Eine Abanderung der Art B.3 behandeln wir wie beim Beweis des Satzes 111.B.4. Drei Falle werden un-
terschieden. Die zwei ersten Fallen werden wie die Abanderung B.2 behandelt; die Aussage ist sowieso eine
unmittelbare Folgen der Aussage fur R’. Beim dritten Fall ist { 3, 3} entweder gleich {4, v4} oder gleich {v}, 4},

oder keiner Weg W kann eine Schleife, in der {~1, 72} gespannt ist, enthalten. Im zweiten Fall ist W entartet,

W = {aaﬁaﬁ/}7

und die Aussage eine Folge der Zulassigkeit dieses Endes. Wenn W nicht entartet ist, muB {~1,72, 8, 5’} eine
zugelassene Schleife sein, und das ist nur moglich, wenn g5 (8, 5) = 0, jeweils g7 (3, 3') = 0, ist. Es muR dartber
hinaus « in S liegen, wenn {3, 8’} in T enthalten ist, und umgekehrt. Hieraus folgt leicht, daR es keinen Weg
gibt, der von 8 nach 8’ fihrt. Wenn I; und I, die zwei Intervalle sind, in denen der Punkt zwischen ~; und 2
den Durchmesser aufteilt, dann wuirde er eine zulassige Verbindung enthalten, die zwei Strecken, eine in I; und

eine in I, verbindet. Eine Verbindung dieser Art existiert aber nicht. Folglich ist (3, 5') = 0.

Wir nehmen jetzt an, daf alle moglichen Abanderungen vorgenommen worden sind, und betrachten zuerst
den Fall, daB @ aus einem einzigen Element -y besteht. Es kann gz (5, 8') = 1 sein, nur wenn jede der Strecken
und 3’ durch s oder g mit v verbunden ist. Wenn es so ist, kann der Weg des Satzes unmdglich existieren.

Dasselbe Argument kann allgemein angewendet werden, um die zweite Halfte der Aussage zu beweisen.

Auch die erste Halfte, denn wenn alle moglichen Abanderungen, sowie alle moglichen Widerspiegelungen schon

vorgenommen worden sind, kann (6, ') = 1 sein, nur wenn g5 (3, ') jeweils (3, 8') schon gleich 1 ist.
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