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Y
›ld›z Üniversitesi’nde matematik ö¤rencileri-

ne verdi¤im Öklid ve Descartes konulu genel

dersler, sürdürmek istedi¤im tasar›m›n ilk

iki bölümüdür. Amac›m› k›saca anlatay›m. Bu ders-

lerimde, matemati¤in birçok temel kavram› aras›n-

da, eski Yunan matematikçilerinin keflfetti¤i ve o za-

mandan bugüne önemini hiç yitirmemifl iki temel

kavram› incelemek istiyorum: irrasyonel say›lar

(ama özellikle irrasyonel cebirsel say›lar) ve e¤rilik.

Henüz bitirmedi¤im bu dersler dizisinde, bu iki

kavram›n yüzy›llar boyunca geçirdikleri geliflmele-

ri izlemeye çal›flaca¤›m.

Konuyu sadece tarihsel ya da bilimsel aç›dan

yorumlamakla yetinmeyece¤im. Amac›m, matema-

ti¤in gelifliminde önemli olan yaz›lar› ça¤dafl maka-

lelermifl gibi sunarak dinleyiciyi geçmifl yüzy›llar›n

matematik yaz›lar›n› okumaya

teflvik etmek; eminim eskileri

de yenilere duyulan hayranl›k-

la okuyacakt›r.

Bugüne dek ço¤unlukla

Öklid ve Descartes hakk›nda

konufltum. Gelecekte, yaln›z

matemati¤e de¤il, fizi¤e ve fel-

sefeye de katk›lar› olan Gauss

ve Riemann hakk›nda konufl-

may› tasarl›yorum. Katk›lar› aras›nda belki de en bi-

lineni olan e¤rilik kavram› geometri ve fizikte çok

önemlidir. E¤rili¤i ortaya ç›karmak için koordinat-

lara ihtiyaç do¤du. Bilindi¤i gibi, koordinatlar› Des-

cartes ortaya ç›karm›flt›. Tabii Descartes’›n koordi-

natlar› nas›l ve hangi çerçevede ortaya koyup kul-

land›¤›n› herkes bilmeyebilir.

Descartes matematik hakk›nda az yazd›. En bi-

linen yaz›s› Frans›zca kaleme ald›¤› (o zamanlar ev-

rensel bilim dili Latinceydi) “La géométrie”dir. Bu

yaz›y› okudu¤umuzda, Descartes’›n koordinatlar›-

n›n bugün hem basit hem de ileri geometride kul-

land›¤›m›z ve e¤rili¤in tan›m›na uygun olan koor-

dinatlardan ne derece uzak oldu¤unu görürüz.

Descartes’›n amaç ve yöntemlerinin matemati¤i

nas›l etkiledi¤ini anlatmak istemiyorum. Amac›m

daha s›n›rl›. Descartes’›n, birazdan aç›klayaca¤›m›z

Pappus Problemi’ni koordinatlar metoduyla nas›l

çözdü¤ünü ayr›nt›larla göstermek istiyorum. Pap-

pus’ün dördüncü yüzy›lda sordu¤u bu soru onye-

dinci yüzy›lda birçok matematikçiyi u¤raflt›rm›flt›r.

Yaln›z Descartes de¤il, Fermat da, hatta belki o ku-

flaktan baflkalar› da bu problemi çözmüfltür.

Kan›tlar› de¤iflik olmas›na karfl›n, hem Descar-

tes hem Fermat, Apollonyus’un gelifltirdi¤i konikler

kuram›n› uygulam›fllard›r. Fermat, Apollonyus’un

keflfetti¤i koniklerin niteliklerini kullanarak ve ge-

reksiz sözden sak›narak kan›t›n› do¤rudan ve do-

lays›z olarak sunmufltur. Öte

yandan, yönteminin de¤eri

konusunda okurlar›n› ayr›ca

ikna etmek isteyen Descartes,

Fermat’n›n tersine, yöntemi-

nin baz› yönlerini uzun uzad›-

ya anlatm›flt›r; gene de Apol-

lonyus’un kuram›yla ilgili

önemli baz› ayr›nt›lara gir-

mekten kaç›nm›flt›r.

Rönesans dönemi, sanatta, bilimde ve dilde ve

asl›nda her aç›dan, Avrupa’n›n sonraki yaflam›n›,

dolay›s›yla hepimizi çok etkilemifltir. Descartes’la

Fermat’n›n Pappus Problemi hakk›nda yazd›klar›-

n› okuyup iyi anlayarak, her ikisinin de Apollon-

yus’tan ne derece etkilenmifl oldu¤unu görüp bilim

insanlar›n›n Rönesans› nas›l yaflad›¤›n› sanki ken-

dimiz yaflam›flças›na hissedebiliriz.

Fermat eski Yunancaya Descartes’tan daha hâ-

kim oldu¤undan ve kendini daha çok matemati¤e

adad›¤›ndan Apollonyus’un yaz›lar›n› san›r›m daha

iyi biliyordu.

Pappus Problemi’ni anlatt›ktan sonra, önce

Fermat’n›n ard›ndan Descartes’›n çözümünü aç›k-

layaca¤›m. Konuflmam› Apollonyus’un konikler

kuram›ndan k›saca sözederek bitirece¤im.

Descartes ile Fermat
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Pappus Problemi. Pappus Problemi’nin di¤er

ad› üç ve dört do¤ru problemidir. Dört do¤ru

problemini ele alal›m önce. Afla¤›daki flekilden ta-

kip edin. Dört l1, l2, l3, l4 do¤rusuyla dört θ1, θ2,

θ3, θ4 aç›s› verilmifl olsun. (Elbette ne Descartes ne

de Pappus benzer simgeler kullanm›fllard›r.) C,

herhangi bir nokta olsun. Verilmifl bu her dört

do¤ru için, C ’den geçen ve li do¤rusuyla θi aç›s›n-

da kesiflen bir do¤ru çizelim. Tabii her i = 1, 2, 3,

4 için θi ≠ 90° ise bu do¤rulardan ikifler tane var-

d›r, özel bir seçim yapmam›za gerek yok, ikisinden

biri kabulümüzdür. Dört yeni do¤ru daha elde et-

tik. Bunlara, flekilde de görüldü¤ü gibi, CB1, CB2,

CB3 ve CB4 diyelim. Daha bitmedi. Ayr›ca bir de

verilmifl bir α say›s› olsun ve son bir koflul daha ko-

flal›m. Verilmifl do¤rulardan ikifler ikifler seçerek iki

grup belirleyelim, örne¤in bir yanda l1 ile l2 do¤-

rular›, öte yanda l3 ile l4 do¤rular›. Son koflul

CB1·CB2 = α ·CB3·CB4 (1)

denklemiyle ifade edilir, yani CB1 ile CB2 uzunluk-

lar›n›n çarp›m›yla CB3 ile CB4 uzunluklar›n›n çar-

p›m› aras›ndaki oran α say›s›na eflit olmal›. 

Elbette her C noktas› (1) koflulunu sa¤lamaz,

ama baz›lar› sa¤layabilir. ‹flte Pappus Problemi, bu

koflulu sa¤layan C noktalar›n›n oluflturdu¤u ge-

ometrik yerin ne oldu¤unu sorar.

Dört do¤ru problemi olarak an›lan bu problem

eski Yunanl›lar taraf›ndan incelenmifl, belki de çö-

zülmüfltü. 17’nci yüzy›lda, Hollandal› dilci Jakobus

Golius, Pappus’ün yaz›lar›nda buldu¤u problemi

Descartes’a, Fermat’ya ve baflkalar›na sordu.

Fermat, çözümüyle Descartes’tan daha usta ol-

du¤unu göstermifl olabilir, ama Descartes’›n çözü-

mü de matematikte yepyeni bir ç›¤›r açm›flt›r.

Fermat’n›n Çözümü. Fermat’n›n çözümüyle

bafllayal›m, onunkisi baz› bak›mlardan Descar-

tes’›nkinden daha kesin.

Fermat dört do¤ru problemini de¤il üç do¤ru

problemini çözmüfltür. Bu problemde üç do¤ru ile

üç aç› verilmifltir. Fermat’n›n kulland›¤› simgeleri

kullanarak problemi ve çözümünü anlatal›m.

Yukardaki flekilde AM, MB ve BA problemde

verilmifl olan l1, l2 ve l3 do¤rular›d›r. Ayr›ca bir de

θ1, θ2 ve θ3 aç›lar› verilmifl olsun. O, düzlemde

herhangi bir nokta olsun. E, I, D noktalar› s›ras›y-

la AM, MB, BA do¤rular› üstünde olsun, öyle ki

OE, OI ve OD do¤rular›n›n bu do¤rularla yapt›k-

lar› aç›lar s›ras›yla θ1, θ2 ve θ3 olsun. Ayr›ca,

OE ·OD/OI2 = α (2)

denklemini sa¤lamas›n› istedi¤imiz bir de α say›s›

verilmifl olsun.

Problemde sadece O noktas› keyfi seçiliyor. Bu

O noktas› verildi¤inde OE, OI ile OD do¤rular›n›

verilen θ1, θ2 ve θ3 aç›lar› oluflacak biçimde çizebi-

liriz. Fakat ikinci denklemden dolay› O noktas›

büsbütün keyfi olamaz. ‹flte Pappus, yukardaki (2)

koflulunu sa¤layan O noktalar›n›n belirledi¤i ge-

ometrik yerin ne oldu¤unu sorar. Fermat bu ge-

ometrik yerin bir konik oldu¤unu kan›tlam›flt›r.

Kan›t›n› anlatmaya devam edelim. Ama önce üç

do¤ru probleminin dört do¤ru probleminin özel

bir hali oldu¤una dikkatinizi çekerim; nitekim dört

do¤ru probleminde l3 = l4 ve θ3 = θ4 al›rsak, üç

do¤ru problemini elde ederiz.

Q, MB aral›¤›n›n orta noktas› olsun. A ve Q

noktalar›n› bir do¤ruyla birlefltirelim. FOC do¤ru-

su bir sonraki flekildeki gibi O’dan geçsin ve

MB’ye paralel olsun. ON do¤rusu ise, O noktas›n-

dan geçip MA do¤rusuna paralel olsun.

OEF, ODC ve OIN üçgenlerinin 9 aç›s› da

problemin verileri taraf›ndan belirlenmifltir. Anla-

55

Matematik Dünyas›, 2005 Yaz

B
3

B
1

B
4

C

B
2

l
1

l
4

l
2

l
3

θ
2

θ
1 θ

4

θ
3

A

E

M
I

B

O

D

θ
1

θ
3

θ
2

A

E

F

M I N Q B

C
XO

D



tay›m. Bir defa, OEF, ODC ve OIN aç›lar› θ’lar

taraf›ndan verilmifltir. Ayr›ca, FC do¤rusu MB

do¤rusuna paralel oldu¤undan EFO ve DCO aç›-

lar› l1, l2 ve l3 do¤rular› taraf›ndan belirlenir. Ay-

r›ca ONB aç›s› AMB aç›s›na eflittir ve bu son aç› da

l1 ve l2 do¤rular› taraf›ndan belirlenir.

OEF ve ODC üçgenlerinin aç›lar› bilindi¤in-

den OF/OE ve OC/OD oranlar› da bilinir. Ayr›ca

EO·OD/OI2 oran› verilmifltir. O zaman,

OF ·OC / OI2

oran›

EO ·OD /OI2·OC/OD ·OF/OE

çarp›m›na eflit oldu¤undan, OF·OC/OI2 oran› da

bilinir. OIN üçgeninin aç›lar› bilindi¤inden,

OI2/ON2 oran› da bilinir, dolay›s›yla,

OF·OC /ON2 = FO ·OC/OI2·OI2/ON2

oran› da bilinir. FM uzunlu¤u ON uzunlu¤una eflit

oldu¤undan OF·OC/FM2 de bilinir. Bu say›ya β
diyelim. fiimdi AQ do¤rusu üzerinde öyle bir U

noktas› seçelim ki, e¤er (afla¤›daki flekildeki gibi)

UR do¤rusu MB do¤rusuna paralelse, 

UR2/RM2 = β = OF ·OC/FM2 (3) 

olsun. (E¤er OF = OC olabilseydi, O noktas› U

noktas› olurdu.)

Fermat kan›t› flöyle bitirir: Aranan geometrik

yer, çap› AQ olan, U, M ve B noktalar›ndan geçen

ve M ve B noktalar›nda te¤etleri MA ve AB do¤ru-

lar› olan koniktir. Fermat’n›n okurlar›n›n tersine

dinleyicilerim ko-

niklerin çap›n›n

ne oldu¤unu bil-

meyebilirler. Bu-

nu daha sonra

a n l a t a c a ¤ › m .

Okulda ö¤renile-

nin tersine, bir

konik asl›nda ko-

nik kesit e¤risi-

dir; dolay›s›yla flekildeki koni¤i üç boyutta düflün-

memiz gerekiyor. Bu konuya da daha sonra de¤ine-

ce¤iz. Fermat, okurunun Apollonyus’u iyi bildi¤ini

varsayd›¤›ndan, anlat›m› bizimkinden daha k›sad›r.

Fermat, O noktas›n›n bulundu¤u tarafta de¤il

de, e¤rinin di¤er taraf›nda bulunan, yukarda betim-

lenen konikle FC do¤rusunun kesiflti¤i bir P nokta-

s› al›r. Anlafl›lan Apollonyus’un kuram›n› iyi bilen

biri için, bu kesiflimin tam iki nokta içerdi¤i aç›kt›r.

Öyle bile olsa bu noktalardan birinin O oldu¤u ka-

n›tlanmal›. Kan›tlayal›m: Kesiflim noktalar›ndan bi-

ri P, di¤eri O′ olsun. O′ = O eflitli¤ini kan›tlayal›m.

Apollonyus’un kulland›¤› çap kavram›n› henüz an-

latmad›k, ama gene de kullanaca¤›z: AQ do¤rusu

koni¤in çap› oldu¤undan ve Q noktas› MB aral›¤›-

n›n orta noktas› oldu¤undan, PF = O′C. Dolay›s›y-

la PC = O′F . Bunlar› akl›m›zda tutal›m. Kuram›n›n

çok ileri sonuçlar›n› içeren Apollonyus’un üçüncü

kitab›n›n alt›nc› önermesine göre,

PF ·O′F/FM2 = UR2/RM2.

Bu ve (3) sayesinde

PF ·O′F/FM2 = OF ·OC/FM2,

yani PF·O′F = OF·OC. fiimdi,

PF ·PC = O′C ·O′F = OC ·OF.

Y noktas› FC do¤rusunun üstünde oynak bir nok-

taysa, YF·YC = PF ·PC ikinci dereceden bir denk-

lemdir, dolay›s›yla iki çözümü vard›r. Biri elbette

P’dir. Di¤eri ise, yukardaki eflitliklerden dolay›

hem O hem de O′’dür. Bu nedenle O′ = O.

Konuflman›n sonunda, Descartes’›n kan›t›n› da

verdikten sonra Apollonyus’un gelifltirdi¤i kurama

dönece¤iz ve “koni¤in çap›”n› tan›mlayaca¤›z.

Descartes’›n Çözümü. Descartes üç do¤ru prob-

lemini de¤il dört do¤ru problemini çözmüfltü. O da

Fermat gibi Apollonyus’un kuram›na dayand›rm›flt›

kan›t›n›. Fakat Descartes Apollonyus’un yaz›lar›n›

Fermat kadar iyi bilmiyordu gibi geliyor bana.
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Kan›t› anlatmak için Descartes’›n makalesinde

bulunan ve biraz de¤ifltirerek yukar›ya ald›¤›m›z

flekli kullanaca¤›z. Bu flekildeki harflendirmeyle (1)

denklemi

CB·CD = α·CF·CH (1)

denklemine eflde¤erdir.

“La géométrie” adl› makale Descartes’›n ünlü

felsefi eseri “Discours de la méthode”un (Metot

Üzerinde Konuflma) bir ekidir. Eserinde de belirtti-

¤i üzere, Descartes, Pappus’ün problemini çözmek

için felsefi eserinde anlatt›¤› yöntemi matemati¤e

uygulad›¤›n› iddia eder. Descartes’›n bu iddias› bi-

raz abart›l› olsa da, hem felsefi eseri hem de ekini

okuman›z› tavsiye ederim.

Descartes, ana uzunluklar olarak AB ile CB

uzunluklar›n› seçer. AB uzunlu¤unu x olarak ve

BC uzunlu¤unu da y olarak gösterir. x ile y uzun-

luklar›n›n daha bilinmeyen e¤ride bulunan C nok-

tas›n›n ça¤dafl anlamda koordinatlar› oldu¤una

dikkatinizi çekerim. (l1 do¤rusu, A noktas› ve θ1

aç›s› bilindi¤inden, x ve y uzunluklar› bilinirse, ön-

ce B sonra da C noktas› bulunabilir.) Elbette bu

koordinatlar al›fl›k oldu¤umuz dik koordinat siste-

mine uymuyorlar, ama gene de C noktas›n› belirle-

diklerinden koordinatt›rlar.

Descartes, (1) formülünde beliren CB, CD, CF

ve CH uzunluklar›n› x, y ve bilinen uzunluklar cin-

sinden yazar teker teker. CB zaten y olarak veril-

mifltir, Descartes’› izleyerek di¤erlerini bulal›m.

l2, l3, l4 do¤rular› l1 do¤rusunu A, E ve G

noktalar›nda keserler. Bu do¤rular, flekilde göste-

rildi¤i gibi CB do¤rusunu da s›ras›yla R, S ve T

noktalar›nda kessinler.

RAB ile RBA aç›lar› veriler taraf›ndan belirlen-

mifl (yani de¤iflmez) olduklar›ndan, hem ARB üç-

geninin aç›lar› hem de AB ile BR aras›ndaki oran

belirlenmifltir. Bu oran z:b olsun. Ne z ne de b ni-

celi¤inin belirlenmifl oldu¤una dikkatinizi çekerim,

yaln›z AB ile BR aras›ndaki oran olan z/b say›s› be-

lirlenmifltir. Descartes böylece RB = bx/z denklemi-

ni ve buradan da

CR = y + bx/z

denklemini elde eder.

Descartes pozitif say›lar› tercih etti¤inden, B’nin

C ile R aras›nda bulundu¤u durumda son denklemi

kullan›r, fakat Descartes için fazladan iki incelene-

cek durum daha vard›r. R noktas› C ile B noktas›-

n›n aras›ndaysa CR = y − bx/z denklemini elde eder.

Öte yandan C noktas› B ile R noktas›n›n aras›nday-

sa, CR = −y + bx/z denklemini kullan›r.

Anlat›lan yöntemi uygulamaya devam edelim.

RDC aç›s› verilmifl oldu¤undan ve CRD aç›s› bili-

nen BRA aç›s›na eflit oldu¤undan, DRC üçgeninin

aç›lar› ve dolay›s›yla CR ile CD kenarlar› aras›nda-

ki oran bilinmektedir. Bu oran z:c olsun. fiu halde

CR kenar› y + bx/z say›s›na eflit oldu¤undan,

CD = CR·CD/CR = cy/z + bcx/z2.

z’nin sadece her uzunlu¤u bir say›ya dönüfltüren

birim oldu¤unu vurgulayal›m.

Ayr›ca, AB, AD ve EF do¤rular› verilmifl oldu-

¤undan, AE aral›¤›n›n uzunlu¤u da verilmifltir. Des-

cartes bu uzunlu¤u k harfiyle gösteriyor. O zaman

EB = k + x
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olur. Ama dedi¤im gibi, Descartes pozitif say›lar›

tercih etti¤inden, yaln›zca flekildeki gibi A noktas›-

n›n EB aral›¤›nda oldu¤u durumun de¤il, her du-

rumun üstünde ayr› ayr› duruyor. Örne¤in B nok-

tas› EA aras›nda bulunursa, EB uzunlu¤u k − x sa-

y›s›na eflit olur veya E noktas› BA aras›nda bulu-

nursa uzunluk −k + x olur. Ben yaln›z flekilde gös-

terilen durumu inceleyece¤im.

Descartes, devam ederek, ESB üçgeninin aç›la-

r›n›n verilmifl oldu¤unu dikkate al›p, EB ile BS ara-

s›ndaki oran›n belirlenmifl oldu¤unu kaydediyor.

Bu oran z:d olsun. fiu halde

BS = EB·BS/EB = (dk + dx)/z

ve durum flekildeki gibiyse

CS = CB + BS = (zy + dk + dx)/z.

Durum flekildeki gibi de¤ilse, formül benzerdir fa-

kat baz› art› iflaretlerinin yerine eksi iflaretler kon-

mas› gerekir.

Descartes FSC üçgeninin her aç›s›n›n bilindi¤ini

dikkate al›yor. Dolay›s›yla CF ile CS uzunlu¤u ara-

s›ndaki oran biliniyor. Bu oran e:z olsun. Demek ki,

CF = CS·CF/CS = (ezy + edk + edx)/zz.

Descartes AG uzunlu¤unu l harfiyle gösteri-

yor. Ondan sonra, BGT üçgeninin her aç›s› bilindi-

¤inden, BT ile BG uzunluklar›n›n oran› olarak not

edilen ƒ:z de belirlenmifl oluyor. Dolay›s›yla,

BT = BG·BT/BG = (ƒl − ƒx)/z,

CT = BC + BT = (zy + ƒl − ƒx)/z.

Nihayet Descartes TCH üçgenini kullanarak

CH ile CT uzunlu¤u aras›ndaki oran›n belirlenmifl

oldu¤unu görüp bu oran› g:z olarak kaydediyor ve

son olarak

CH = CT·CH/CT = (gzy + gƒl − gƒx)/zz

denklemini elde ediyor.

Böylece, CB, CD, CF ile CH uzunluklar› bu-

lunmufl oldu:

Y›ld›z’daki derslerimde bu denklemleri incele-

meden önce, Descartes’›n kaydetme dedi¤i süreci

tekrar ça¤dafl aç›dan gözden geçirmifltik. Descar-

tes’›n matematik yaz›lar›n›n hepsinin bugünkü

gözle incelenmesinin çok önemli olmas›na karfl›n,

bu konuflmada Descartes’›n fikirlerinin daha derin

anlam›n› anlatmaya u¤raflm›yoruz.

Descartes’›n kan›t› nas›l bitirdi¤ini anlatmadan

önce, bizim nas›l bitirece¤imizi anlatal›m.  α′ = αeg

alarak, (1) ve (4) denklemlerinden

denklemini elde ederiz. Bu, iki bilinmeyenli ve ikin-

ci dereceden bir denklem oldu¤undan, bu denkle-

min bir konik tan›mlad›¤›n› biliyoruz.

Ancak Descartes’›n o zaman da mevcut olan

bilgilerin hangilerini kullan›p, buldu¤u denklemin

tan›mlad›¤› hatt›n bir konik oldu¤unu nas›l ispat-

lad›¤›n› anlamak istiyoruz. Bu amaçla Descartes’›n

anlat›s›n› incelemeye devam edelim.

Descartes (1) denklemini de¤il,

CB × CF = CD × CH (6)

denklemini inceler. Yani Descartes α sabitini 1 al›r

ve ayr›ca CD ile CF do¤rular›n› de¤ifl tokufl eder.

(4) ve (6)’y› kullanarak ve biraz hesap yaparak,

eflitli¤ine var›r›z. Descartes denklemi bizim gibi yaz-

m›yor ve paydada negatif say›lar kullanm›yor. Do-

lay›s›yla ez say›s› cg say›s›ndan daha büyük de¤ilse,

+ ile − yer de¤ifltirirler. Tabii ez ile cg say›s› birbiri-

ne eflit olabilir, ama bunu gözden kaç›r›yor. Hiç ol-

mazsa böylece bu durumu incelememifl oluyor...

Her say›n›n pozitif olmas›nda ›srar etti¤inden,

Descartes’›n dört farkl› durumu incelemesi laz›m-

d›r. Bu dört duruma ve baz› istisnai durumlara al-

d›rm›yoruz. Denklemi basitlefltirmek amac›yla,

tan›mlar›n› yaparsak yukardaki denklem

olarak yaz›l›r. Derecesi 2 olan bu denklemi Descar-

tes da biz de hemen çözebiliriz:

Formülü daha da k›saltmak için, Descartes o ve p

tan›mlar›n› flöyle yap›yor:
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Tabii Descartes burada hiç farketmeden, m’nin s›-

f›r olmad›¤›n› san›yor ve böylece,

basit çözümüne ulafl›yor.

fiimdi Descartes’tan ald›¤›m afla¤›daki flekle

bakal›m. (Makalesinin görebildi¤im her bask›s›n-

da, flekilde ILK aç›s› hep dik aç› gibi duruyor. fiek-

lin tam do¤ru olmamas› Apollonyus sayesinde o

kadar önemli de¤il ancak anlafl›lmas› zor ve kimse

pek bir fley anlamaz gibi geliyor bana.)

fiekilde ILM ile CLB do¤rular› önemlidir.

(7)’de y say›s›na eflit olan BC aral›¤› verilmifltir. BC

do¤rusunda bulunan L noktas›n› Descartes

yani BL = m − nx/z olacak flekilde seçmifltir. Descar-

tes bu say›n›n negatif olabilece¤ini farketmiyor; en

az›ndan bu olana¤a dikkatimizi çekmiyor. O kadar

da önemli de¤il. Ancak ILK aç›s› dik de¤ilse bile,

(8)’in bir konik tan›mlad›¤› çözümün anafikirlerin-

den biridir. Apollonyus, genel kuram›n›n çerçevesin-

de bunu MÖ ikinci yüzy›lda kan›tlam›flt›.

Galiba Apollonyus, Arflimet’in yan›s›ra Büyük

‹skender sonras› matematikçilerinin en önemlilerin-

den biridir. Apollonyus’un yazd›klar›n› henüz oku-

mad›m. Ancak ‹ngiliz tarihçisi Thomas Heath’in

yazd›¤› Apollonyus of Perga adl› güzel kitapta Apol-

lonyus’un konikler üzerine yazd›¤› sekiz ciltten bu-

gün mevcut olan yedisinde bulunan hemen hemen

tüm önermeler yorumlan›p aç›klanm›flt›r. Bu derin

ve karmafl›k kuram› bugün anlatmam mümkün de-

¤ildir. Size sadece Apollonyus’un koniklere dair ba-

z› kavramlar› nas›l tan›mlad›¤›n› ve Fermat’yla Des-

cartes’›n uygulad›¤› önermelerinden en basitlerini

nas›l kan›tlad›¤›n› k›saca nakletmek isterim.

Önce, konikçilerin öncülerinin kulland›¤› ko-

nik tan›m›n› anlatay›m. Bu tan›m Apollonyus’un

kulland›¤› tan›mdan de¤ifliktir. Afla¤›daki flekilde

üç koni ile üç konik gösteriliyor. Koniler dik koni-

lerdir, yani flöyle infla edilmifllerdir: Bir çemberin

merkezinden geçen ve çemberin düzlemine dik

olan bir do¤ru çizilsin. Koninin zirvesi bu do¤ru-

nun herhangi bir noktas› olabilir. Koni, seçilen zir-

veyle çemberin noktalar›n› birlefltiren ›fl›nlardan

oluflur. Bu ›fl›nlara yap›c› ›fl›nlar ya da k›saca ya-

p›c› diyebiliriz. Apollonyus öncesi konikçilerin ka-

bul ettikleri tan›ma göre herhangi bir yap›c›ya dik

olan bir düzlemle koniyi kesifltirirsek bir konik el-

de ederiz. fiekilde, birazdan ayr›nt›lar›yla aç›klaya-

ca¤›m›z üç de¤iflik fl›k gösteriliyor.

Zirveden ve çemberin merkezinden geçen her-

hangi bir düzlem alal›m. Yukardaki flekilde bu

düzlem sayfan›n düzlemidir. Çizilmifl düzlemin ko-

niyle kesiflimi iki yap›c›dan ibarettir. fiekilde de

gösterildi¤i gibi bu iki yap›c› aras›ndaki aç› dik,

dar ya da genifl olabilir; bu aç›ya göre elde edilen

koni¤e s›ras›yla parabol, elips veya hiperbol denir.

Yukardaki tan›m ça¤dafl tan›m kadar genel de-

¤ildir, zira, bugün kulland›¤›m›z anlamda, koniyi

hangi düzlemle kesifltirirsek kesifltirelim gene bir

konik elde ederiz. Apollonyus da bugün kulland›-

¤›m›z tan›m› kullanm›flt›.

Önce Apollonyus’un bir koniden ne anlad›¤›n›

anlatal›m, koni¤e daha sonra geçece¤iz.

Arka sayfada ayn› koni üç kez çizilmifltir. Zir-

vesi A, taban› ise BCP çemberidir. Taban›n merke-

zi olan O noktas›yla zirveden geçen do¤ru koninin

eksenidir. Öncüleriyle Apollonyus’un tan›mlar›

aras›ndaki fark, Apollonyus’un tan›m›nda, koninin

ekseninin, koniyi tan›mlayan çemberi içeren düzle-

me dik olmamas›d›r. Bu daha genel tan›mda konu-

yu oldukça basitlefltiren bir fark daha vard›r. Koni-

yi infla ederken, zirveden geçen yap›c›y› taban çem-

berine de¤ecek flekilde döndürerek bir yüzey çizeriz.

Apollonyus öncesinde al›fl›lagelmifl anlamda bir ko-

ni ele al›nd›¤›ndan, yap›c› o zamanlar do¤runun ya-

r›s›, yani sadece bir ›fl›nd›. Ama Apollonyus’a göre

koni, zirvenin her iki yönüne do¤ru uzayan bir çif-

te koni oldu¤undan, yap›c› tam bir do¤rudur. Ko-

ninin taban› gene bir çemberdir. Bu çemberi içeren
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düzleme paralel olan ve koninin zirvesinden geçme-

yen her düzlem koniyi gene bir çemberde keser ve

bu çemberlerin her biri koninin bir taban›d›r.

Gelelim koni¤e... Apollonyus’un kulland›¤› ko-

nik tan›m›yla önceki tan›m aras›nda en önemli fark

koniyi kesen düzlemin durumudur. Öncülerinin ta-

n›m›nda koniyi kesen düzlem bir yap›c›ya diktir,

oysa Apollonyus’un tan›m›nda düzlemin durumu

keyfidir. Koni çifte koni oldu¤undan bir düzlemle

kesiflimi bofl olamaz. Düzlem koninin zirvesini içer-

mezse, kesiflim Apollonyus’un anlam›nda bir ko-

niktir. Kesen düzlem taban› içeren düzleme paralel

de¤ilse, iki düzlemin kesiflimi bir do¤rudur. ‹ki düz-

lem birbirine paralelse, taban› de¤ifltirerek iki düz-

lemin ayn› olduklar›n› varsayabiliriz ve bu durum-

da da iki düzlemin kesiflimi gene bir do¤ru içerir.

Afla¤›daki dört flekilde taban çember BDCE

çemberidir. Koni¤i belirleyen düzlem PDE düzlemi-

dir. Taban› içeren düzlemle e¤riyi belirleyen PDE

düzleminin kesiflimi DME do¤rusudur (iki düzlem

ayn›ysa, bu do¤ru, düzlemin herhangi bir do¤rusu

olabilir.) BC, çemberin DME do¤rusuna dik olan

çap› olsun. Ekledi¤imiz ABC düzlemi BC ’yi içeren

ve koninin zirvesinden geçen düzlemdir. ABC düz-

leminin DME do¤rusuna dik olmak zorunda olma-

d›¤›na dikkatinizi çekerim.

Bu temel nesneleri belirledikten sonra, koni¤e

dair baz› temel kavramlar› tan›mlayabiliriz. ‹lk

olarak, e¤rinin ekseni PM do¤rusudur. Apollon-

yus, buna e¤rinin ekseni de¤il e¤rinin çap› diyor.

Ayr›ca, flekilde DME do¤rusuna paralel olan QQ′
aral›¤› V noktas›yla ikiye bölünür. Bu nedenle PM

do¤rusuna konik kesit e¤risinin çap› denilir. Ama

burada dikkatli olmak laz›m: Bir konik birçok de-

¤iflik koni taraf›ndan belirlenebilece¤inden, ayn›

koni¤in birçok de¤iflik çap› vard›r. QQ ′, e¤rinin

bir kiriflidir. Apollonyus QV aral›¤›na ordinat ve

PV aral›¤›na apsis diyerek, her koni¤in noktalar›-

n›n birazdan afla¤›da gösterece¤imiz ikinci derece-

den bir denklemi sa¤lad›¤›n› kan›tlar, yani Apol-

lonyus asl›nda bir bak›ma Descartes’›n cebirsel

yönteminin sahibidir. Biz apsis ve ordinat› Descar-

tes gibi x ve y iflaretleriyle ifade ederiz.

fiekillerde de gördü¤ümüz gibi, e¤ri elips, para-

bol ya da hiperbol olabilir.

Apollonyus, birinci kitab›nda Descartes’›n kul-

land›¤› temel teoremleri, di¤er kitaplar›nda Fer-

mat’n›n kulland›¤› daha derin ve zor olan teorem-

leri de içeren onlarca önerme ispatlar. Ben yaln›z

Descartes’›n kulland›¤› en basit teoremleri anlata-

ca¤›m. ‹spatlar› vermeyece¤im. Sadece teoremlerin

önermelerini vererek Descartes’›n Apollonyus’a ne

kadar borçlu, ondan ne kadar etkilenmifl oldu¤unu

anlatabilirsem amac›ma ulaflm›fl olaca¤›m.

Afla¤›daki flekildeki BECD çemberinin DME

kirifline dik olan BC çap›n› içeren ABC düzleminin

koniyle kesiflimi AB ve AC do¤rular›d›r. Özel bir

durum olarak, koniyi bu iki do¤rudan birine (diye-

lim AC ’ye) paralel olan

bir düzlemle kesifltirelim.

Böylece elde edilen koni-

¤in çap› PM do¤rusudur

ve bu özel durumda

AC ’ye paraleldir. E¤ri-

nin çap›yla koninin ke-

siflti¤i P noktas›, koniyle

konik taraf›ndan tama-

men belirlenmifltir. PL do¤ru parças›, koni¤i ta-

n›mlayan PDE düzleminde ve PM’ye dik olsun, ay-

r›ca PL × BA × AC = PA × BC2 eflitli¤i sa¤lans›n.

Buradan, Apollonyus’un önemli bir önermesine

göre, koni¤in her Q noktas›n›n,
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QV2 = PL × PV (9)

denklemini sa¤lad›¤› ç›kar. Apollonyus denklemi

bizden daha geometrik bir biçimde ifade etmiflti.

Oysa siz, Descartes gibi, bu denklemin

y2 = αx

biçiminde oldu¤unu görüp bir parabol denklemi

oldu¤unu hemen anlars›n›z. Bu denklem, Descar-

tes’›n elde etti¤i (8) denkleminin özel bir durumu-

dur. Hem Apollonyus’un hem Descartes’›n yaz›la-

r›nda kirifllerin genellikle çapa dik olmad›¤›na dik-

katinizi çekerim.

Parabolü hallettik. fiimdi ilkin hiperbol için,

sonra da elips için Apollonyus’un ispatlad›¤› denk-

lemleri vereyim. Koniyi kesen düzlem bu sayfadaki

flekillerdeki gibi koninin bir yap›c›s›na paralel

de¤ilse, çifte koniyle kesiflimi ya bir ya da iki

parçadan ibarettir; birinci durumda kesi-

flime elips denir, ikinci durumda ise

hiperbol.

E¤er kesiflim hiperbolse,

hiperbolün PM çap›,

ABC düzleminde

bulunan CA do¤ru-

sunu P′ noktas›nda

kessin. Koniyi ta-

n›mlayan PDE düzleminde bulunup PM çap›na dik

olan ve P noktas›ndan geçen PL do¤ru parças›n›n

uzunlu¤u için

PL : PP′ = BF × FC : AF2

denklemi do¤ru olsun. Bu denklem PL uzunlu¤unu,

dolay›s›yla L’yi belirliyor. VR do¤rusu PL’ye para-

lel olsun ve PL ile VR do¤rular› R’de kesiflsinler.

Apollonyus’un bir baflka önemli önermesine göre,

QV2 = PV × VR. (10)

PL uzunlu¤unun yerine α ve PP ′ uzunlu¤unun ye-

rine β yazarsak, bu denklemin yerine

y2 = x(α + αx/β) = αx + αx2/β (10′)
denklemini elde ederiz. Bu denklem de Descartes’›n

denkleminin özel bir durumudur.

Son flekli kullanarak elipsi de inceleyelim. Ta-

bii elipse dair sav da hiperbole dair sava benzerdir.

Konik elips ise e¤riyi tan›mlayan düzlemle AC do¤-

rusunun kesiflti¤i P′ noktas› A noktas›ndan baflla-

y›p C noktas›ndan geçen ›fl›nda bulunur. O zaman

koniyi tan›mlayan çemberi de¤ifltirerek, taban›, P′
noktas› A’yla C aras›nda bulunacak biçimde seçe-

biliriz. PP ′ do¤rusu taban› içeren düzlemle M nok-

tas›nda kesiflsin. A’dan geçen ve PM’ye paralel

do¤ru BC’yi F noktas›nda kessin. PL aral›¤› gene

PM do¤rusuna diktir, koni¤i tan›mlayan düzlemde

bulunur ve uzunlu¤u

PL : PP′ = BF × FC : AF2

denklemiyle belirlenir. P′ ile L birlefltirilsin. PL

do¤rusuna paralel olup P′L do¤rusuyla R nokta-

s›nda kesiflen VR do¤rusu çizilsin. fiu halde, Apol-

lonyus’un üçüncü as›l önermesi olarak,

QV2 = PV × VR (11) 

denklemini elde ederiz.

E¤ri elips ise, VR uzunlu¤u PL uzunlu¤undan

daha küçüktür. (11) sayesinde, kenar› QV ordinat›

olan karenin alan›, kenarlar› PL parametresiyle PV

apsisi olan dikdörtgenin alan›ndan daha küçüktür.

Fark, kenar› PV ordinat›na eflit olan bir karenin ala-

n›na orant›l› olarak ifade edilebilir. y = QV, x = PV,

α = PL ve PP′ = β ise, hiperbol için elde etti¤imiz

(10′) denklemine benzer olan

y2 = αx − αx2/β (11′)
denklemi do¤rudur. Bu denklem de Descartes’›n

denkleminin özel bir durumudur.

Bildi¤imiz gibi, Descartes’›n denklemiyle bafl-

lay›p kareye tamamlayarak, biz asl›nda tam olarak

Apollonyus’un yaz›s›nda bulunan (9′), (10′) ve

(11′) denklemlerini elde ederiz. Apollonyus hem

her koni¤in bu denklemlerden biri taraf›ndan belir-

lendi¤ini, hem de, biraz daha zor olarak, bu denk-

lemlerden hepsinin bir konik belirledi¤ini kan›tla-

m›flt›. Descartes Apollonyus’a ne kadar borçlu ol-

du¤unu itiraf etmez.

Bugün, Apollonyus’un birinci kitab›n›n ard›n-

dan gelen bilinen alt› kitab›nda gelifltirdi¤i çok da-

ha zor kurama dokunmad›k. Özellikle Fermat’n›n

kulland›¤› teoremleri anlatmad›k.

E¤er Rönesans matematikçilerinin eski Yunan-

l› matematikçilere ne kadar yak›n oldu¤unu biraz

daha iyi anlam›flsak, konuflmam›n baflar›l› oldu¤u-

nu düflünebilirim. ♥
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