SHIMURAVARIETATEN UND GERBEN*

Von R. P. Langlands in Princeton und M. Rapoport in Bonn

§1. EINLEITUNG

Das Problem der Fortsetzbarkeit der Hasse-Weil-Zeta-Funktionen und allgemeiner der motivischen L-
Funktionen ist nach wie vor ein zentrales Problem der Zahlentheorie. Es wird oft in zwei Probleme aufgeteilt,
die getrennt zu l16sen sind. Es ist erstens zu zeigen, daB jede motivische L-Funktion gleich einer automorphen
L-Funktion ist, und zweitens, dal jede automorphe L-Funktion fortsetzbar ist. Beide Probleme sind in herzlich

wenigen Féllen geldst und dann nur dank der Bemuhungen vieler Mathematiker Gber lange Zeit.

Nach den abelschen Varietaten sind in arithmetischer Hinsicht die Shimuravarietaten wohl die zuganglichsten,
und diese Arbeit soll ein Beitrag zum ersten Problem flr die ihnen zugeordneten motivischen L-Funktionen sein.
Die Shimuravarietaten gehen aus der Theorie der automorphen Funktionen hervor und werden durch eine reduk-
tive Gruppe G mit zusatzlicher Struktur definiert. Erfahrungsgeman besteht die Losung des Problems in einem
gegebenen Fall aus zwei Bestandteilen, einer gruppentheoretischen Beschreibung der Punkte der reduzierten
Varietét, und kombinatorischen Argumenten, die das fundamentale Lemma von [L3] einschleilRen, um den erhal-
tenen Ausdruck in eine Form zu bringen, die mit der Arthur-Selberg’schen Spurformel verglichen werden kann.
Wir beschaftigen uns hier nur mit dem ersten Problemkreis und verweisen fur die Umformung auf zukunftige

Arbeiten von R. Kottwitz.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, eine Vermutung Uber die Reduktion modulo p von Shimuravarietaten
zu formulieren, sie plausibel zu machen, indem wir sie mit den Standardvermutungen von Grothendieck in
Beziehung setzen, und die Tatsachen zu beweisen, die auf eine rein gruppentheoretische Formel flir die Anzahl der
Punkte der Reduktion modulo p fithren. Uber die Primzahl p miissen wir einige einschréankende Voraussetzungen
machen die aber Uber den Fall guter Reduktion hinaus gewisse Falle schlechter Reduktion zulassen. Es sei

S = Sh(G,h)k (K = KK, C G(Ay)) eine Shimuravarietat, definiert Gber dem Reflexkérper E = E(G, h),
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und p eine Primstelle von E Uber p, die gut ist. Es sei « der Restklassenkorper von E,, und &, die Erweiterung

von Grad m. Die Formel hat folgende Gestalt. Die Anzahl |S(k,,)| ist gleich

(1.1) > ue) vol(Go(Q)Zk /G(Ap)) - Y. O4(fP)TOs(ey).

(e)st (7),(9)
K(e;y,0)=1

Hier ist Zx gleich Z(A;) N K; die auBere Summe lauft Gber die stabilen Konjugationsklassen von Z(Q) N
Zr\G(Q). Die Zahl ¢(¢) ist eine kohomologische Invariante,

((e) = [Ker : H'(Q,G:) — H'(A,G:) x H'(Q,Gap)l.

Die innere Summe lauft Uber Konjugationsklassen von Elementen v € G(A?) und getwistete Konjugationsklassen
von Elementen 6 € G(L). Hier ist L die unverzweigte Erweiterung von Q,, mit Restklassenkorper r.,. Die
Symbole O, bzw. T'O5 bedeuten Bahnenintegrale bzw. getwistete Bahnenintegrale, und die Funktion auf G(A?)
ist

1

P . char KP
! vol(KP) charas

wéhrend ¢, ein durch die Shimuravarietat definiertes Element der Heckealgebra von G(L) bezuglich K, ist.
Von den Paaren vy, § wird verlangt, daB ~y stabil konjugiert zu ¢ ist, da die Norm von ¢ stabil konjugiert zu ¢
ist und, die interessanteste Bedingung, daR die Kottwitz-Invariante «(; v, ) definiert und gleich 1 ist. Obgleich
diese Formel in unserer Arbeit nicht auftritt, sondern einer zukulnftigen Arbeit von Kottwitz vorbehalten ist, ist

sie unschwer aus unseren Ergebnissen abzuleiten. Dies ist eine Folgerung der Ergebnisse von Kottwitz [K3].

Im Fall, daB die Shimuravarietat Sk kompakt ist, treten die Zahlen (1.1) in der Potenzreihenentwicklung
des Logarithmus der Hasse-Weil-Zeta-Funktion von Sk in der guten Primstelle p auf. Um die rechte Seite von
(1.1) mit der entsprechenden Potenzreihenentwicklung von automorphen L-Funktionen, die zu automorphen
Darstellungen von G gehéren, zu vergleichen, miite man zunéchst das getwistete Bahnenintegral von ¢, in
ein gewohnliches Bahnenintegral einer Funktion f, auf G(Q,) umschreiben. Falls des fundamentale Lemma
im allgemeinen zur Verfugung stinde, konnte dies nach Stabilisierung erreicht werden, und mit dem Satz von
Kottwitz [K3] wirde Uberdies die Funktion f, explizit hingeschrieben werden kénnen. Es ist das Auftreten der
Bedingung Uber die Kottwitz-Invariante, die dieses einfache Vorgehen vereitelt. Man kann diese Bedingung als
den Grund fur das Einfuhren der endoskopischen Gruppen in diesem Zusammenhang ansehen. Der Ausweg aus
diesem Dilemma ist es, die Hasse-Weil-Zeta-Funktion nicht mit einer zu G gehdrigen automorphen L-Funktion
zu vergleichen, sondern mit einem Produkt von automorphen L-Funktionen, die zu automorphen Darstellungen

von endoskopischen Gruppen von G assoziiert sind, etwa einem Produkt von der folgenden Form

(1.2) TTTIZGs 10 ).
H II
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Dabei ist IT ein L-Paket, 75 eine virtuelle Darstellung der L-Gruppe “H und der Exponent moglicherweise eine
rationale Zahl. Man kann erwarten, daf} die Potenzreihenentwicklung des Logarithmus von (1.2) als Summe von

stabilisierten Spuren in einem gewissen Sinne geschrieben werden kann:
(1.3) > ST(fn).
H

Die Funktionen fz werden von der Form von (1.2) diktiert. Die weitere Strategie besteht jetzt darin, die einzelnen
Terme von (1.3) mit den stabilisierten Spurformeln fur die verschiedenen H auszudricken und andererseits die
Stabilisierung der rechten Seite von (1.1) durchzuflihren, die auch auf eine Summe von stabilisierten Spurformeln
fur die endoskopischen Gruppen fiir passende Funktionen f7; fiihrt. SchlieBlich wéren die Funktionen fz und
f1; zu vergleichen. Obgleich dieses Programm im Augenblick noch Zukunftsmusik ist, ist es Kottwitz gelungen,

den elliptischen Teil der Summe auf der rechten Seite von (1.1) in der passenden Form zu schreiben.

Wir bemerken nebenbei, dal aus der Darstellung der Hasse-Weil-Zeta-Funktion in der Form (1.2) leicht
folgt, dal die Eigenwerte des Frobeniuselements Wurzeln von Polynomen sind, deren Koeffizienten aus den
Eigenwerten von Heckeoperatoren gebildet werden. Diese Aussage ist auch eine Folge von Kongruenzrelationen,
die in vielen Féallen relativ einfach zu beweisen sind. Wahrend aber im Fall der Gruppe GL(2) die Darstellung
der Hasse-Weil-Zeta-Funktion als Produkt von automorphen L-Funktionen eine Folge der Kongruenzrelationen

ist, ist dies fur andere Gruppen kaum zu erwarten.

Far die Berechnung der Zetafunktion reicht es, statt unserer Vermutung die Formel (1.1) zur Verfugung zu
haben, und der Versuch eines Beweises dieser Formel im Falle der Gruppe G der symplektischen Ahnlichkeiten
fuhrt auf eine verhaltnismafig elementare aber subtile Frage Uber prinzipal polarisierte abelsche Varietaten, die
wir an dieser Stelle explizit formulieren wollen. Es sei (A, A) eine abelsche Varietat vom C' M -Typ Uber C miteiner
Q-Klasse von Polarisierungen. Dann ist (A, A) bereits Uber einer endlichen Erweiterung von Q definiert und hat
in einer gewdhlten Stelle p Gber p gute Reduktion (A, A) Giber dem endlichen Korper F,,q = p". Der Frobenius-
endomorphismus von (A, A) Gber F,, istin einen Endomorphismus von (4, A) geliftet, der durch seine Aktion auf
der rationalen Kohomologie ein Element ¢ € G(Q) definiert. Andererseits definiert die [-adische Kohomologie
H'(A @y, F,,Q) fur alle | # p eine Konjugationsklasse v € G(A%) und die kristalline Kohomologie (d.h. die
Theorie der Dieudonnémoduln) eine getwistete Konjugationsklasse 6 € G(L). Die Vermutung von Kottwitz ist,
daR die Invariante x(e; vy, d) gleich 1 ist.

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt jedoch nicht in dem Beweis unserer Vermutung oder ihrer
Abschwachung, sondern in ihrer Formulierung. Die Vermutung beschreibt die Punkte der Reduktion modulo p
als disjunkte Vereinigung von Doppelnebenklassen, die von Konjugationsklassen von zuldssigen Homomorphis-

men von Gerben in die zu G assoziierte neutrale Gerbe parametrisiert werden,

¢: P—Gq.



Shimuravarietédten und gerben 4

Hier ist P eine explizit konstruierte Gerbe. Um diese Konstruktion durchfihren zu konnen, haben wir es
vorgezogen, den Begriff einer Gerbe moglichst einfach aufzufassen, als eine Erweiterung einer Galoisgruppe
durch eine algebraische Gruppe (den “Kern” der Gerbe), da wir uns auf3erstande fiihlten, mit dem abstrakten
Begriff umzugehen. Die Konstruktion von P ist ein Hauptanliegen unserer Arbeit, wie auch die Konstruktion
des Homomorphismus

'L/)T,,u :P— 9T7

der zu einem Uber Q definierten algebraischen Torus 7" und einem Kocharakter p von T assoziiert ist. Falls
(T, hr) C (G,h) einen “speziellen Punkt” der Shimuravarietét definiert, so erhalten wir aus 97 ,, mit p =
thy, durch Komposition mit der Inklusion G C ¢ einen Homomorphismus ¢, : P — SGg, der sich
als zulassig erweist. Im Falle der guten Reduktion ist jeder zuldssige Homomorphismus konjugiert zu einem
Homomorphismus von dieser Form fur ein passendes (7', hy). Da im Kern von P ein Element § existiert
(genauer: eine Folge von Elementen 6,,, die Potenzen voneinander sind), dessen Bild in 7" unter ), rational
ist, erhalten wir aus 1, ein Element v € G(Q). Man kann leicht zeigen, daB (v, hr) ein Frobeniuspaar im
Sinne von [L1] ist und daR die Zuordnung ¢ — (v, h) eine Bijektion zwischen den lokalen Aquivalenzklassen
von zuldssigen Homomorphismen ¢ und den Aquivalenzklassen von Frobeniuspaaren liefert. Hier heien zwei
Homomorphismen von Gerben tber Q lokal aquivalent, falls ihre Lokalisierungen in jeder Stelle konjugiert sind.
Man sieht auf diese Weise ein, dal? die hier formulierte Vermutung die von dem ersten von uns in [L1] geduRerte
Vermutung zur Folge hat; aber die neue Vermutung ist préaziser, insofern als die in [L1] definierte Einbettung der
dort definierten Gruppe I(A’Ji) in G(A?) dort nicht hinreichend genau definiert ist, um die Formel (1.1) aus ihr

abzuleiten.

Die neue Vermutung hat aber auch einen anderen Vorteil gegentber der alten, der sogar historisch gesehen
ihr Ursprung ist. Der alte Vermutung versagt namlich bereits in den enfachsten Fallen schlechter Reduktion.
Dies spiegelt sich einerseits darin wider, dal dann nicht jeder zuldssige Homomorphismus von der Form ¢,
ist, und andererseits darin, dal der Liftungssatz von Zink [Z1] in diesen Fallen nicht mehr gultig ist. In der
vorliegenden Arbeit haben wir den Fall schlechter Reduktion weitgehend vernachlassigt. Der zweite Autor
beabsichtigt, in einer noch zu schreibenden Arbeit einige Falle schlechter Reduktion eingehender zu behandeln,

und so die Vermutung aus einer zweiten Perspektive zu beleuchten.

Die Natur der neuen Vermutung hat ihren philosophischen Hintergrund in der Grothendieck’schen Theorie
der Motive. Die Existenz der Kategorie der Motive Uber einem endlichen Korper kann bisher nur unter Be-
nutzung der noch nicht bewiesenen Standardvermutungen nachgewiesen werden. Andererseits ordnet die von
Grothendieck entworfene Theorie der Tannakakategorien, die von Saavedra Rivano in [Sa] und Deligne und Milne
in [DM] entwickelt wurde, einer abelschen Kategorie mit Zusatzstrukturen, inbesondere einem Tensorprodukt,

eine Gerbe zu (wir haben das franzésische Wort beibehalten, denn die am nachsten liegenden Ubersetzungen
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scheinen schon besetzt zu sein). Die Gerbe P ist diejenige Gerbe, die zur Kategorie der Motive tber endlichen

Kaorpern, falls sie existierte, gehort.

Wir erklaren jetzt die Organisation des Artikels. Im §2 definieren wir eine Gerbe T, ., mit Zusatzstrukturen
uber einem globalen Korper, die zu einem Torus 7" und zwei Kocharakteren v, v, gehort. Falls diese Kocharaktere
durch “Mittelung” aus einem einzigen Kocharakter p entstehen, so konstruieren wir eine explizite Neutralisierung
T, = Gr. Die Hauptresultate dieses Abschnitts sind die Satze 2.1 und 2.2. Die Konstruktion benutzt
die Klassenkdorpertheorie und die Theorie von Tate-Nakayama und verlauft ahnlich wie die Konstruktion der
Taniyamagruppe. Esscheintunsein nutzliches Unterfangen, die Konstruktion durch eine Universaleigenschaft zu
charakterisieren. Dies wirde unsere unstandlichen Kozykel-Verifikationen ersetzen und vielleicht mehr Einsicht
in die hier herrschenden Verhaltnisse liefern. Im §3 wenden wir diese Konstruktionen auf den Torus T an,
dessen Charaktergruppe von der Menge der Weil-g-Zahlen erzeugt ist. Wir zeigen, dal? dieser Torus so einfache
Kohomologie hat, daf die so konstruierte Gerbe P, wie auch die zu (7, 1) assoziierten Homomorphismen
Y1, P — Gp eindeutig charakterisiert werden kénnen. Die Abschnitte 2 und 3 liefern die Basis fur die
Formulierung unserer Vermutung. Die Vermutung Uber die Reduktion modulo p einer Shimuravarietat S(G, h)
ist zu Beginn des §5 formuliert. Dort erklaren wir auch genau, welche Bedingungen wir an G und an die Primzahl
pstellen. Der Rest des §5 ist dem Beweis der Sétze 5.21 und 5.25 gewidmet, die den Ubergang von der Vermutung
zur Formel (1.1) gestatten. Breiter Raum wird dabei der Definition der Kottwitz-Invariante gewidmet. Die
restlichen Abschnitte sind von weniger zentralen Interesse fir unsere Arbeit. Im §4 zeigen wir unter Annahme
der Tate- und der Hodgevermutung, dal} die Gerbe, die der mittels der Standardvermutungen konstruierten
Tannakakategorie My der Motive Uber endlichen Kdorpern entspricht, samt zuséatzlicher, beispielsweise durch die

verschiedenen Kohomologietheorien definierten Struktur, zur Gerbe P des dritten Abschnitts isomorph ist.

Dieser Abschnitt istim wesentlichen eine etwas ausfuhrlichere, aber immer noch skizzenhafte Darlegung des
Kapitels V1. in [Sa]. Im §6 zeigen wir, dal3 die in §4 vorgenommene Identifizierung von Gerben die Vermutung des
85 fur Shimuravarietaten, die gewisse Modulprobleme 16sen, zum Beispiel fur die der symplektischen Gruppe
entsprechende Varietat, zur Folge hat. In diesem Abschnitt stitzen wir uns auf Arbeiten von T. Zink [Z1],
[Z2]. Da es sich dabei um einen konditionellen Satz handelt, haben wir uns kurz gefafit. Wir weisen jedoch
ausdrucklich auf den Beweis von Satz 6.3 hin, in dem der Satz 4.4 verwendet wird. Es ist an dieser Stelle, da
die weiter oben formulierte Kottwitz’sche Vermutung uber abelsche Varietaten zum Tragen kommen sollte, so
daR aus ihr die Formel (1.1) zumindest im Falle der symplektischen Gruppe folgen solle. Wir haben in der Tat
den Beweis mit Absicht so gefuhrt, daf3 er sich maglicherweise auf den Beweis der Formel (1.1) anwenden laRt.
Im §7 flhren wir zwei Beispiele an, eines, das zeigt, dal wir in der Vermutung des §5 die derivierte Gruppe
als einfach-zusammenhangend annehmen mussen, und eines, das zeigt, dall im Falle schlechter Reduktion viele

zulassige Homomorphismen ¢ nicht von der Form ¥ ,, sind.
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Zwei Fragen, die kaum zu umgehen sind, wenn man die Vermutung allgemein beweisen will, werden in
dieser Arbeit nicht bertihrt. Erstens, wenn G — G’ eine zentrale Erweiterung ist mit Gqer = G, = Gsc, Und
wenn die Vermutung fir G’ gilt, gilt sie dann auch fiir G? Zweitens kommt es oft vor, daB eine Shimuravarietét
Shy auf eine nattirliche Weise in eine zweite Sho eingebettet ist. Das ist insbesondere so bei speziellen Punkten,
fur die Shy null-dimensional ist. Wie spiegelt sich diese Einbettung in der Beschreibung der Reduktion der

beiden Varietaten wider?

Wir bedanken uns bei Kottwitz, der uns seine Ergebnisse und Ideen mitgeteilt hat und uns seine Aufzeich-
nungen zur Verfugung gestellt hat. Der erste Autor hat anlaglich der Issai Schur Memorial Lecture in Tel-Aviv
im May 1984 und der Ritt Lecture an der Columbia University im Februar 1985 Uiber die vorliegenden Ergebnisse
vorgetragen und bedankt sich bei den Zuhdrern an beiden Orten fur ihre Nachsicht und Geduld beim Vortragen
eines immer noch provisorischen Stoffes. Wir danken beide der Humboldt-Stiftung fir ihre Understltzung

mehrmaliger Besuche des ersten Autors in Heidelberg, wahrend derer diese Arbeit zustande gekommen ist.

Im folgenden ist p eine feste Primzahl, Q der Kérper der algebraischen Zahlen, den wir in einen algebraischen
Abschluf Qp von Qp eingebettet haben. Wir bezeichnen mit F den entsprechenden algebraischen Abschlu® von

F,.

§2. KOHOMOLOGISCHE KONSTRUKTIONEN

Dieser Abschnitt ist einigen Konstruktionen aus der Galoiskohomologie gewidmet. Zunachst erklaren wir

unsere Terminologie.

Es sei k ein Korper der Charakteristik Null, der flr uns entweder ein globaler oder ein lokaler Korper sein
wird. Essei G eine algebraische Gruppe tiber einem algebraischen Abschlu® k. Falls G = Spec A4, A = T'(G), und
falls o € Gal(k/k), so heiRt ein Automorphismus  von G (k) o-linear, falls es einen o-linearen Automorphismus

x’ der Algebra A gibt, so daR
K (f)(k(g)) =o(f(g9)), feA gedk).

Das einfachste Beispiel ergibt sich durch die Aktion von Gal(k/k) auf G(k), falls G Gber k definiert ist. Eine

Galoisgerbe Uber k ist eine Gruppenerweiterung
1 — G(k) — G — Gal(k/k) — 1

zusammen mit einem Schnitt o — g,, fur o € Gal(k/K), fiir eine passende endliche Erweiterung K von k, so

daR der o-lineare Automorphismus

k(o) g — 90995, g€ G(k),

von einer K-Struktur auf G herriihrt. Es muf auBerdem fiir jedes o € Gal(k/k) und jeden Reprisentanten g,

der Automorphismus (o) o-linear sein. Es ist dabei verstanden, daR die endliche Erweiterung K durch eine
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groRere endliche Erweiterung K ersetzt werden kann, so daR es sich in Wirklichkeit um einen Schnittkeim {g, }
fr die Krulltopologie auf Gal(k/k) handelt. In den Bezeichnungen lassen wir den Schnittkeim haufig weg und
bezeichnen eine Galoisgerbe, manchmal auch kurz Gerbe genannt, einfach mit §. Wir nennen G den Kern der
Gerbe. Ein Homomorphismus von Gerben ist ein Homomorphismus der entsprechenden Erweiterungen, der
die Schnittkeime ineinander Uberfuhrt und dessen Einschrankung auf den Kern algebraisch ist. Ein Element g
aus dem Kern definiert durch Konjugation einen Automorphismus einer Gerbe. In der Tat ist fur eine gentgend

grofRe endliche Erweiterung K /k das Element g K -rational.

9099, =0(9) =g,

so daR die Konjugation mit g den Schnittkeim erhalt. Zwei Homomorphismen ¢ und ¢o zwischen zwei Gerben
heiBen dquivalent, falls o = adg o ¢1 mit g aus dem Kern der zweiten Gerbe. Wir verweisen auf den §4 fur den
Vergleich unserer Terminologie mit der in der Theorie der Tannakakategorien Ublichen. Das einfachste Beispiel

einer Gerbe wird durch eine Uber k definierte algebraische Gruppe G definiert, das halbdirekte Produkt
Se = G(k) x Gal(k/k).

Eine solche Gerbe heil3t neutral.

Wir fuhren zunéachst einige Gerben Uber lokalen Korpern ein, als erste die Gewichtgerbe W, die Uber R

definiert ist. Sie ist eine Erweiterung
1—-C* — W — Gal(C/R) — 1.
Wenn Gal(C/R) = {1, ¢}, dann ist W durch C* und w = w(¢) erzeugt, wobei
w(t)? = -1 € C*

und

Die Gruppe C* ist also als G, (C) aufzufassen.

Als zweites fiihren wir die Dieudonnégerben ein. Die eigentliche Dieudonnégerbe wird sich als direk-
ter Limes solcher Gerben erweisen. Es sei also K eine endliche Galoiserweiterung von Q,,. Wir definieren

folgendermafen eine Erweiterung:
1 — KX —DE - Gal(K/Q,) — L.

Sie wird durch K> und df (o) erzeugt, wobei d¥ (o) — o, d%(0)2 = 0(2)dE(0),2 € K*, und d¥(p)d% (o) =

d¥ ,d% (oo). Dabeiist dX, ein 2-Kozyklus in der fundamentalen Klasse der Erweiterung K/Q,. Die Erweiterung
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ist bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmt, und dem Satz 90 zufolge ist dieser Isomorphismus bis auf Konju-

gation mit einem Element aus K * eindeutig bestimmt.

Die Gerbe DX erhalten wir durch Zuriickziehen und Vorwartsschieben mittels des Diagramms

Ga’l(Qp/Qp)

l

1 — K* — Df —— Gal(K/Q,) — 1

Die Gruppe Q

. ist wiederum als G,,,(Q,,) aufzufassen.

Wir bezeichnen den Reprasentanten von o in DX mit dff = d,, und fassen dX, als einen Kozyklus zur

Gruppe Gal(Q,/Q,) auf. Es sei K & K'. Dann gilt

(d{f;)k = dffacgg(cg)c;al, k=[K":K].

Wir kénnen also einen Homomorphismus DX' — DX definieren, indem wir z € Q; nach z* schicken, und dfl
nach c;ldg. Wegen des Satz 90 ist dieser Homomorphismus bis auf Konjugation mit einem Element aus Q;

eindeutig bestimmt.

Lemma 2.1. Es sei ¢ : DX — G ein Homomorphismus von Gerben. Dann gibt es eine unverzweigte
Erweiterung L von Q,,, einen Homomorphismus 1 : DL — G, und eine Erweiterung K., die K und L

enthdlt, so daf8 das folgende Diagramm kommutativ ist:

DKy DL

Es seien L die unverzweigte Erweiterung von Q,,, deren Grad Uber Q, gleich dem von K ist und K die
Zusammensetzung von L und K. Da die zwei Kozyklen d, und d% , aquivalent sind, sind D* und D"
isomorph. Der Isomorphismus ist bis auf Konjugation mit einem Element aus Q; eindeutig bestimmt. Die

Existenz von ¢ ist deshalb klar.

Es ist klar, daR das Verfahren, mit dem wir DX definiert haben, (iber einem beliebigen lokalen Kérper
verwendbar ist. Uber R fiihrt es zur Gruppe DC = ‘W, und wir brauchen es tatsachlich nur Gber R und
Q,. Nichtsdestoweniger der Klarheit halber werden wir die globalen Gerben dieses Abschnitts allgemeiner als

eigentlich nétig einfiihren, und dafiir brauchen wir die allgemeinen DX s. Die triviale Gerbe

1— Gal(/_f/k‘) — Gal(/_f/k‘) —1
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bezeichnen wir mit Gal, und, wenn k = Q,;, mit g;.
Es sei jetzt T' ein Torus Uber dem endlichen Zahlkorper F', der Uber der Galoiserweiterung L zerfallt. Wie

ublich seien
X*(T)=Hom(T,G,,), X.«(T)=Hom(X*(T),Z).

Das zu pu € X, (T') gehorige Element aus Hom(G,,,, T') schreiben wir in der Form: = — z*. Wir fixieren im
folgenden zwei Stellen v4 und v, von F', die wir auf L erweitern. Die erweiterten Stellen werden mit »{ und v/,
bezeichnet. Es seien gegeben zwei Elemente v; und v, aus X, (T") mit folgenden Eigenschaften:

(2.a) v; istinvariant unter Gal(L,,/F,, ).

(2.b) Esqgilt

Z ovy + Z ovy = 0.
o'EGal(L/F)/Gral(L,U/1 /Fuy) UEGal(L/F)/Gal(L,Ué/FUz)

Nach der Theorie von Tate-Nakayama entspricht v; einer Klasse o; aus H?(Gal(Ly /F,,)) (T (Ly,)). Wegen (2.b)
existiert ferner eine globale Klasse aus H?(Gal(L/F),T(L)), deren lokale Komponenten auBerhalb v; und v,
trivial sind und die in v; gleich «; ist. Diese globale Klasse, die allerdings nicht eindeutig definiert ist, spielt
eine wichtige Rolle in der Konstruktion der T', v, vo zugeordneten Gerbe T, ,,. Sie wird jetzt mit Hilfe der

Weilgruppe explizit eingefuhrt.

Die Gerbe T = T, ., ist eine Gerbe tber F' mit Kern T', folglich eine Erweiterung
1—=T(F)— T — Gal(F/F) — 1.

Um sie zu definieren, brauchen wir einen 2-Kozyklus {t, ,} von Gal(F/F) mit Werten aus T'(F). Dann ist T

durcht,, o € Gal(F/F) und T(F) erzeugt, und

tote = tootoo

Die Lokalisierung G, von G an der Stelle v von F' ist eine Gerbe Uber F),, die durch folgendes Diagramm

definiert werden kann:

Gal(F,/F,)
1 — 9(F) g Gal(F/F)
S(F,)

Ein Homomorphismus ¢ einer Uber F;, definierten Gerbe H nach G ist ein Homomorphismus von H nach G,,.
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Gewohnlicherweise ist es besser, eine endliche Erweiterung K von F' derart zu wahlen, daB G tber K

definiert werden kann, also durch ein Diagramm:

Gal(F/F)

l

1l — G(K) —— Sx —— Gal(K/F) ——l
G(K)
Wenn v}, eine Erweiterung von v auf K ist, kann G, Uber K% definiert werden, und wenn K hinreichend grof3
ist, ist J auch tber K, definiertund ¢ durch ¢ : Hx , — Sk, -
0 0

Um die Wahl von v, zu vermeiden, kénnen wir durch die Einbettung

G(K) — [[G(E.)
v’ v
eine Erweiterung

1— [[G(kw) — G5 — Gal(K/F) — 1

v’ v
einflhren. In dem Fall, daR G Uber F definiert ist und g,g99,' = o(g), und wir intressieren uns fur keinen

anderen, lakt sich die Erweiterung G} mittels G, allein definieren.

In der Tat, jedem v’ ordnen wir ein p = p,s aus Gal(K/F') der Art zu, daf |uz|, = |z[,, v € K. Dann

erweitert sich 1 :  — px zu einem Isomorphismus p : K, — K, der wiederum p : G(K,;) — G(Ky)

0 v?

definiert. Folglich ist

H G(Kv’)

v'|v
ein induziertes Objekt fiir die Gruppe Gal(K/F'). Der Kozyklus {g, - } nimmt Werte in dieser Gruppe und zwar

in ihrem Zentrum an. Wir kénnen einen zweiten Kozyklus einfuhren, indem wir

op = /j‘lgu’v Q/j‘l = /jfﬂgu”v O, Opr € Gal(Kv(’) |Fv)
schreiben, und

/ _ I I "
g,Q,U' - //[/ gg/"//,ﬂ/"/'
g

setzen. Es liegen i, 1/, p” in {11,/ }, das ein Représentantensystem fir Gal(K,, /K,) in Gal(K/F) ist, und das
Produkt erstreckt sich Uber diese Menge. Nach dem Shapirolemma angewandt auf das Zentrum sind die beiden

Kozyklen {g, .} und {g, ,} &quivalent.
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Wir kénnen dasselbe Verfahren auf H anwenden, um H* zu bekommen. Dann definiert ¢ : H — G, auch
@* : H* — Gy. Wenn wir das Shapirolemma nochmals anwenden, diesmal auf G, sehen wir sofort ein, dafl zwei
Homomorphismen ¢, ¢; dann und nur dann aquivalent sind, wenn ¢ = ad g o ¢* mitg € [[.,,, G(K. ).

v |v

Diese etwas umstandlichen Betrachtungen werden vorgefuhrt, weil 7 mit Homomorphismen

Cor DM S T i=1,2, (o :Galp, — T v # v,

ausgestattet werden soll. Die Einschrdnkung von ¢,, auf den Kern wird durch x — z* definiert. Es seien
d} , und d2 , die durch (dif,/l)”l und (dﬁ}?)”z definierten Kozyklen von Gal(F'/F) mit jeweiligen Werten in
Hv’|'u,i/ T(Ly).

Nach den vorangestellten Bemerkungen werden (,, und ¢, definiert sein, wenn wir jedem g aus Gal(L/F)

ein Element e, aus T'(A 1) zuordnen kdnnen, so daf

-1 1 52
egg(eg)ew too =dy oy o

Die Abbildung ¢}, wobei v gleich v; sein kann, erhélt man, indem man e, auf [[,,, T'(L.) projiziert, um e,(v)

/"U

zu bekommen, und dann d, (v = v;) oder g (v # v;) nach e, (v)t, schickt.

Um den Kozyklus {¢,,} und die Elemente e, zu bekommen, wéahlen wir in der Ublichen Weise [MS1]

Diagramme
1 > Ly, —— WL/F — Gal(L,,/F,) —— 1

! ! |

!l — ( —— Wpp —— GalL/F) —— 1

Wir wahlen ferner wie in [MS1] Repréentantensysteme &; von Gal(L/F)/Gal(L, /F,,) mit 1 € &;.
SchlieRlich wahlen wir Reprasentanten w, € Wr, ,/r, Vono € Gal(LU;/Fw) und w,, € Wr,pvon p € 6;

mitw; = 1 in beiden Fallen und setzen

Wpo = wWpWe, ph € &4, ,0 € Ga’l(LU;/Eh)

Diese Reprasentanten sowie der entsprechende durch die Gleichungen
Wowe = Ap.o(1)wps, 0,0 € Gal(L/F)

definierte Kozyklus hangen von 7 ab. Es gelten folgende Bedingungen:
() Ao (i) =yt 0.0 € Gal(Lyy/Fy),
(i) Auo(i) =1, o€ Gal(Ly/Fy,), p €&,
(iii) Ayo,o (i) = pAgo (i) € p(Lo,), 0,0 € Gal(Ly/Fy,), p € &;.

Um d;, , zu definieren, brauchen wir ein Représentantensystem von Gal(L,, /F,,). Wir nehmen die w, .
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Es sei

n= Z oV = — Z ovs.

0€Gal(L/Q)/Gal(L,; /Fuy) 0€Gal(L/Q)/Gal(L, /Fyy)

Die Kozyklen {A, »(1)} und {4, ,(2)} sind kohomolog. Es gelte

Apo (V)AL (2) = Byo(B,)B,,!

0,0 00

mit B, € C. Dann gilt auch
(2.0 Al ,(1)A,2(2) = Blo(Bs)"B,,.

Wir fUhren folgende Elemente aus C', ® X, (T') ein:

Cg(i) = H A;ﬁuw (i); E, = 09(1)09(2)32-

HES;
Eine leichte Rechnung zeigt, dai
(2.d) E,0(E,)E,} =d}, ,d2,, o,0€ Gal(L/F).

Diese Gleichung gewinnt erst einen Sinn, wenn man bemerkt, daf

[ 7(Le) = CL & X.(T).

v’ |v;

Der Rand von C,(4) ist ndmlich
(L) (Teazir Az

oder
A?n HA ouvi ( Aguw ()7

Q[0

mit Vorzeichen gleich (—1)%. Es gilt ferner
HAQ’QMM Agf‘:{;u i) = HAE;TJH . HM/AHMVLU“ N dz .
7

Damit folgt (2.d) aus (2.c).

Die Elemente d', , gehoren schon zu [, T(L./) € T(AL). Wir liften E, nach e, € T(Ar) und erhalten

"’U

somit aus (2.d) Gleichungen
egg(eg) = dé Udﬁ}
mit¢, . € T(L).
Es muR jetzt nachgepruft werden, dal? T mit den zusatzlichen lokalen Homomorphismen von samtlichen

wahrend seiner Konstruktion getroffenen Wahlen unabhangig ist, wobei zu bemerken ist, daR eine Abanderung
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vone,in fo(f~Y)e,, f € T(AL) zuléssig ist, denn die lokalen Homomorphismen werden dabei durch aquivalente
ersetzt.

Diese Wahlakte zahlen wir zunéchst auf: (i) die Liftungen e, von E,: (ii) die berandende Kokette {B,};
(iii) das Reprasentantensystem &; und die Reprasentanten w,,; (iv) die Einbettung WLU/_/FU,; — Wi, und die
Représentanten w,, o € Gal(LU;/FW ); (v) die v; teilende Stelle v. 1

(i) Wenn wir e, durch e], = s,e, ersetzen, erhalten wir den Kozyklus

/ _ -1 —1
tho = 5, 0(86)" " Seotoo-

Der durch t’g — S;ltg definierte Homomorphismus tbertragt die gestrichenen lokalen Homomorphismen in
die ungestrichenen.
(ii) Wenn wir B, durch Fo(F~1)B, ersetzen, wird E, durch E,F79(F~") ersetzt. Wir kdnnen also ¢,

durche,fo(f~"') ersetzen, wobei f eine Liftung von F ist. Somit bleibt {¢, , } erhalten.

(iii) Die Repréasentanten w,,, u € &1, kénnen wir durch b,,w,, ersetzen. Dann wird allgemein w, durch b,w,

ersetzt, wobei b, = by, 1 € 61, 0 € Gal(L,,, /F,, ). Wir hatten ferner

statt B, und
O (1) = Co(). T by alb) =2 g

1
= Co(1)b,"Fo(F)~*
mit

F=]Jow,
7

denn

’
ouVvy __ 1M Vi
bpu bu ’

wenn gu = /oy, 0 € Gal(Ly; /F,,). Daher konnen wir e, durch eofo(f~1) mit f einer Liftung von F

ersetzen, und t, , bleibt dabei erhalten.

Das Reprasentantensystem {u} konnen wir durch {1’ = uo(u)} ersetzen, wobei o (i) € Gal(L,;/Fy,). Wir

wahlen w), = wyr = w,Wwe(,). Dann gilt allgemein
Wi = Wplo(u)Wo = 1(As(),o(1))wws, o€ Gal(Ly; /Fy,).

Wir setzen

bp/(r = MAU'(/L)7U'(1)'
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Es liegtin u(L,). Der neue Kozyklus ist
A/g,a(]') = Q(ba)bgbgalAg,a(l)~

Es gilt ferner

= HAIQ,M’(U_W "
W
v —ouv
={[[4eno0 () g’“}{H b0t Asguy 1)) %}
n

Der zweite Faktor ist gleich
H(b bWI )yen
denn A,(,),1 = 1. Der erste ist
—OHV1
Co(1) - H A@ma(u)'
I

Folglich ist
ouv1 popv
_EQ{HA[_)HO'(L)bQM }7

wenn B = b,B,. Der zweite Faktor liegtin [],,,,. T(L./) und wird deshalb automatisch geliftet.

/"U
Es unterscheiden sich also t|, , und ¢, , nur um ein Element aus [ | T(Ly). Daty, undt, . inT(L)

T (L, ). Folglich

v’ vy

liegen, gilt t, , = t|, ,. Es unterscheiden sich auch ¢}, und e, nur um ein Element aus [],, on

sind die lokalen Homomorphismen aul3erhalb der Stelle v; gleich. Um zu zeigen, daf3 sie auch in vy gleich sind,

genugt es zu zeigen, dafd die Projektion von

HA opvL pouv

op,o ()~ op
“w

auf T(Lq,/l) gleich 1 ist, wenn p € Gal(LUi /F,,). Das einzige Glied des Produkts, das zu dieser Projektion

beitragt, ist das i = 1 entsprechende, und es ist 1, denn o(1) = 1 und
Aop1=1,b,=1.

— Wp,r kbnnen wir nur abéndern, indem wir ¢ durch adx o ¢ ersetzen,

vy

(iv) Die Einbettung ¢ : W, , /.
1
x € Cr. Wir kénnen also w, durch zo(z~1)w, fur jedes o € Gal(L/F) ersetzen. Alle Kozyklen bleiben dabei

erhalten.

Wenn wir w, durch byw,, b, € L:i ersetzen, konnen wir w,, behalten, so dak A, ,(1) durch
A 5 (1) = Ag o (1)boo(bo)byy

ersetzt wird, wobei

bM) = M(bg)v o€ Gal(Lv’l/Fvl)
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Da pu(by) € (L. ) liegt, hat diese Abanderung keinen EinfluB, weder auf ¢, , noch auf die lokalen Homomor-
phismen auRerhalb v;. DaR die Ab&nderung auch keinen EinfluR auf die Aquivalenzklasse von ¢,, hat, priift
man leich nach, wenn man darauf achtet, da der auf Gal(L., / F,, ) abgeénderte Kozyklus auch in der Definition
von D™t auftritt. Die Reprasentanten w,, o € Gal(Lvi /F,,) werden ndmlich durch w,, = b,w, ersetzt, und die

Projektion von e, auf T'( L, ) mit b multipliziert.

(v) Die letzte zu behandelnde Willkirlichkeit ist die Wahl von v}. Jede andere v; teilende Stelle v{ von L

bekommt man, indem man A € &; wahlt und v{ durch
|)‘x|v{/ = |x|v’1
definiert. Dann ist
Gal(Lvlll/FUl) = )\Gal(Lvi /Fvl)/\_l.

Dementsprechend erhalten wir die der Stelle v}’ entsprechenden Kozyklen und Objekte, indem wir mit A kon-
jugieren. Zum Beispiel

Al (1) = MAx-102-101(1)).

Dieser Kozyklus ist dem alten kohomolog und eine leichte Rechnung ergibt
Alg,a(l) = A&U(l)DQQ(DU)D;al

mit
Dy = AAG (1) A3 (1) Ay x5 (1).

Es gilt ferner, wenn wir A’Q’U(l) Zu A’W abkdrzen,
Cy(1) = H(Ag,xu,xl)_gw'/l,
o

denn vy = Avq. Essei A = p/'Ayy mitp” € &1 und Ay € Gal(L,, /F,, ). Dann gilt

Ag a1 = Ag a1
= Q(A:J,’,)\‘“)\_l)71Alg,/ﬂAlgu’,)\M/)\_17
und
Alg,p/ = AQ;IJ«’Q(‘DP/)DQD;:}/'
Hieraus schlieRen wir sofort, da8 £/, und E, sich um den Faktor
(2€) {1;[ oAy na-1) ) {1;[ Apuaa-rt {1;[ o(Dy)~ e Dgh}
unterscheiden, wo wir y statt p” schreiben.

Wir betrachten
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e2) 1A, D bye,

oA AT T op
“w

das von p abhangt und zeigen, daR es sich als ein Produkt
Q(X)YZ@
darstellen 1a%3t, wobei X und Y von g unabhéngig sind, und Z, in HMU1 T(L,) liegt. Dann ist (2.e) gleich
o(Y)Y o(Z1)Z, Y,

woraus sofort folgt, daR {¢, ,} erhalten bleibt, sowie die lokalen Homomorphismen auRerhalb v;.
Statt (2.f) behandeln wir

(2.9) Al D1

oA AT T op
und schreiben es als

o(Xu) Yy Zy o
Hierist oy = p' oy, 0 € Gal(Ly s, ). Der Ausdruck (2.9) gleicht
AQIM)\;LA71Q/J/(D)‘Mkil)D.;ﬂl/\u)‘il7

das wir entwickeln, um ein Produkt mit sieben Gliedern zu bekommen
A,t_)u,,/\,‘,/\*l QH/\(A;}U\# )QM(A;:)\fl ’)\)Q/-‘(AA,)\*l ))‘(A)\*l NI )AQ;J,/\,‘,/\*l,)\A;})\fl .

Wir setzen

Xu = M)\(A;—ll ,)\M)M(AA,A* )

Aus dem gesamten Produkt schneiden wir
Aguaa-1 oAy 1 3) = Agaa-ia = Agur,
heraus und fligen es 7, , zu. Das Glied A;}A_l wird Y,/ beigeflgt. Es bleibt Gbrig

)‘(A)\—l ,,g,u)w) = )‘(A)\—l 0, ,/\,‘,)

= A71 )\(A)\—l'u’?gulA,‘,))\(A)\_lhul).

10 An

Hiervon bekommt Z,, , das Produkt

-1
A,u/,g”’/)\#A(A/\illl/,gu//\u) = A(A/\—llul’gu/)\“)

und Y, das Glied A(Ax-1 ).
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Wie schon hervorgehoben, miissen wir, um die Aquivalenz der Homomorphismen in v; zu zeigen, nur
die Homomorphismen von phy nach T betrachten. Der durch v{ definierte Homomorphismus entspricht
dem Kozyklus A, ,(1),0,0 € Gal(L,/F,,). Der durch v{ definierte entspricht der Projektion von d} , auf
T(Lyy), 0,0 € Gal(Lyy /F,,). Da X = A1\ = Xox, 0 € Gal(L,»/F,,), ist diese Projektion nichts anderes
als A, ,(1). Bis auf einen Rand ist fir o € Gal(LUi//Fvl) die Projektion von (2.e) auf T(Lu;/) gleich der von
o(Z,)Z, ", die ihrerseits gleich ist

o(Ax1)oA(A11) AL MAT ) = 1,

denn Ay =1, oA = Apa.
Es gibt noch eine Vertraglichkeit nachzuprifen, die sogar etwas argerlicher als die vorherigen ist. Es sei

namlich L’ 2 L eine zweite Galoiserweiterung von F' und w; Primstellen von L', die v/ teilen. Es sei

Z/Z( = [Lw: : L’u;]yz = lll/z

Wir konnen T, ., samt zusatzlichen lokalen Homomorphismen einfuhren, und wir mussen zeigen, dai die so

ausgestatteten T, ,, und ‘I,,{,l,é kanonisch isomorph sind.

Wir vereinfachen die Bezeichnungen folgendermalien:
G = Gal(L/F), G' = Gal(L'/F), H = Gal(L'/L),
Gi = Gal(L,; / Fy,), G, = Gal(L;U;/Fw), H; = Gal(Ly; /Ly,).
Die Gruppe H; ist H N G;, und wir wahlen Reprasentanten A von H; in H. Dann wahlen wir Reprasentanten p/
von HG in G'. Als Reprasentanten von G’ in G’ nehmen wir die p/X. SchlieBlich nehmen wir die Projektionen

w der p/ auf G als Représentanten von G; in G. In der Weilgruppe Wy, p wéhlen wir w,/x = w,s - wy mit

wx € wrs /1. Wir wahlen auch Rechtsreprésentanten v von H; in G! und setzen
Wry = Wywy, v € Hj.

Dann gilt

WA AWy 1= W) * Wry * Wy = Wryw,

so daB
A’y v — 1;

)

wenn v in H und v in dem Rechtsreprasentantensystem enthalten sind.

Es sei

D@’(i) = H AQ/;’Y(Z')'

yeEH



Shimuravarietaten und gerben 18

Wir betrachten den Kozyklus
Al (i) = Ay (i)D" (1) (D' (i) Dy ()

mit! = [H : 1]. Man rechnet leicht nach, daR er gleich ist
-1
H AQWAL)'J'W'
Y

Folglich hangt er nur von der Projektion o von ¢’ auf G abund ist 1, falls o’ € H.
Wir zeigen zunéchst, daf
(2.h) AL (i) =1,
wenn ¢’ € H und ¢’ € HG). Das Element ¢’ I88t sich als év schreiben mit 6 € H und v aus dem Recht-

sreprasentantensystem. Dann gilt
Ay —1 . . .
AIQ o’ 'y( ) = Ql< g,l/(z)) A;/S,V(Z)Alg/,é(z) = A{Q’,&(Z)'
Folglich
HAQ oy HA’/ s
Da § auch H durchlauft, ist (2.h) gultig.

Aus der Kozykelbedingung schlieBen wir, dak A}, (i) nur von den Projektionen p, o abhangt und in C',

enthalten ist, wenn o', o’ in HG?, liegen. Es liegtin der Tatin L., = Cp, N I1 denn

w’|v] w”
-1 -1
i) = H Ay A oy = H Ay iy Ao v
gl gl
mit v = v(o). Die rechte Seite ist selbst gleich
HQ w» Q’YV_HAQ'Y'H
v

und ¢’y € HG,.

Da die Kozyklen Alg,ﬁ/ und A, , sowieso kohomolog sind, kdnnen wir A, , so wéhlen, daf}
Apo = A'L),J/, 0,0 € HG..

Es gibt im allgemeinen eine Kokette B (i), so dal
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Das Produkt B, (i)D;,l(i) ist ein Kozyklus auf HG’. Folglich ist
By(i) = Dy (i)F'o' (F')™t, F' €Cp.
Weil wir By (i), o' € G', durch
By ()P (F')
ersetzen konnen, kdnnen wir annehmen, dal
By (i) =Dy (i), o € HG,.
Nachdem wir die auftretenden Kozyklen und Koketten sorgféltig und zweckmaRig gewahlt haben, werden wir

jetzt die erwtnschte Vertraglichkeit ohne allzu grolRe Muhe nachprifen kdnnen.

Es gilt

Z ovy =n' = In.

e
Wenn
Ay o (1A, (2) = By d'(Bor) By,

! !
0,0 o'a’

dann ist der Rand von Blg, gleich dem von B,By (1)3;1(2). Folglich gilt

Bl = BBy (1)B, (2)F'o(F')™", F' € Cp:.

Wir rechnen zunéchst Cy (7) aus, wobei wir z.T. das ¢ fallen lassen.
o op' A
- H H A@ WA
J/
. ol )\1/ o )\1/ gp, V;
HH{ AH/ A A.l_) NTDN A }
_ H{A guAu,A @uv}
o' A o' :
JTEEN
Wir entwickeln

,Q,u 1/
1T 4%

l )\l
als

{H A guw }{H B —op'v; (BH' (Z)) —op WBQ/H/ (i)‘(‘)“lw}
n

und bemerken, dafl}

HB op'vi _ BQ,(i)(—l)iVl.

Wir schlieBen aus diesem Gleichungen, da8 E,, das Produkt ist von E,, einem Rand, und den Ausdricken
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1) LI 4, o }{H 0By (1))~ By ()27}, i = 1,2.
K,
Diesen Ausdruck multiplizieren wir mit dem Rand
H BH H ") H By (1)~
/"'I
und erhalten

{IIA ?f}{IIBgu )V B (i) T
Essei o'y’ = u’lg;i,g;,l € HG,. Es gelten
By (i)Bu’l( ) = Ay, o A;'ig;, 1 (Bg;, (Z)) =1 (Bg’ / (l))

und
(1)) Ao, (DA, (1) = 1 (A, A(0)-
1

Infolgedessen ist (2.i) durch
@J) {T1 (Agy, @) v "1}{Hu (By, ()"}
w, -
zu ersetzen. Wir schreiben hier p statt p, um dle Bezeichnung zu entlasten. Das Element ¢/, liegt in HG?, so

daf
i) =[] 4c, ()

~YEH

=11 IT 45, 5@

A YEH,;

_HHA,Q,/\')I g/,)\()'

Da [H; : 1] = l; und v} = l;v;, folgern wir hieraus, daf (2.j) gleich ist

(Zk) HM’,)\,’Y MI(AQ;A,/ AvV)M/Vi )
dasin][,,, T(L,) liegt. Es ergibt sofort die Gleichung
2 toor =too, 0,0 € Gal(L'/F),

dennt, lt, . ist einerseits in T'(L’) erhalten und andererseits in

[ 7 I 7L,

w’ vy w’ |vg

Es ist auch klar, daf die lokalen Homomorphismen auBerhalb v; un vs aquivalent sind. Wir wollen auch

zeigen, dal’ z.B.
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L/

w !
D Ty

L,

/

- - - L ! - -
kommutativ ist. Rechts steht der aus (2.e) hervorgehende Isomorphismus. Auf dem Kern von D 1 ist die

Kommutativitat allerdings klar. Was sonst in Betracht kommt, ist die Projektion von (2.k) auf T(Liu;)' nahmlich
I Av.)=¢c%.
YEH

Daher genugt es, folgende Gleichung zu zeigen:
Ay (1) = Ay ()G, (Go) ' Gyors 00" € G,
wobei beide Ausdricke in der Gruppe L’;i enthalten sind.
Wir haben schon gesehen, dal3

Ay (1) = [T 455 (DA ,0r4(1)
yeHd

= H A;}y(l)A@ﬁw(l)v
v

wobei v der Repréasentant von ¢’ im Rechtsreprasentantensystem ist. Wir haben auch gesehen, daB rechts
stehende Produkt gleich [] A, ., (1) ist. Wir interessieren uns fur dieses Produkt als ein Element aus Livi’ SO

daR wir es auf die entsprechende Koordinate projizieren und
H Agy (1)
YEH:
bekommen. Dieses Produkt ist wiederum gleich

[1 450 Ay 0 (1) = 45 L (VG (GG

YEH:

Die Konstruktion von T,, ,, ist offensichtlich funktoriell in 7,1, .. Wenn wir namlich einen tber F
definierten Homomorphismus ¢ : T — T” und v, = ¢(v;),i = 1,2 haben, dann bekommen wir ohne weiteres

einen Homomorphismus ¢ von 7, ., nach T, ;.
Wir formulieren einige der erhaltenen Resultate in einem Satz.

Satz 2.2. Es sei T ein tiber F definierter Torus, der iber der Galoiserweiterung L von F zerfdllt. Es seien vy

und ve zwei Stellen von F und v} und vl gewdhlte Erweiterungen auf L. Es seien zwei Kocharaktere vy und
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va aus X (T) gegeben, die die Bedingungen (2.8) und (2.b) erfillen. Dann definiert die obige Konstruktion

eine Gerbe T =T, ., tber ' mit Kern T, die ausgestattet ist mit Homomorphismen

G Galp, - T v # V1, V2,

Co DM ST =12,

so daf$ , auf dem Kern durch x — xV* gegeben ist. Diese Gerbe ist eindeutig bestimmt bis auf einen
Isomorphismus, der die lokalen Homomorphismen in dquivalente tberfihrt. Falls L' 2 L eine grofiere
Galoiserweiterung ist, auf die die Stellen v} in w} erweitert sind, so ergibt die obige Konstruktion einen

Isomorphismus

wobei

vi =Ly : Ly - vi i=1,2,

so daf$ die folgenden beiden Diagramme bis auf Aquivalenz kommutativ sind:

/
¢ “Tulz,ué
l v F V1, U2
GalF”\ L # |
Co
1
71’171/2
L,
w 7
D Ty
| !
L,/
D TV17V2

Die Konstruktion ist funktoriell in T, vy, vs.

Eine Moglichkeit, die obige Situation zu erhalten, ist, dafl v; und v durch Mittelung aus ein und demselben
Kogewicht entstehen. Es seien also 7" ein Torus Uber F' und p ein Element aus X, (T"). Wir setzen

vi = (1) Z o

ocGal(L,/ /Fy,)
Wir werden einen kanonischen Homomorphismus 7, von der entsprechenden Gerbe T, ., nach der neutralen

Gerbe G7 einfUhren.

Vorher definieren wir in einer sehr einfachen Weise einen Homomorphismus £, von DL nach Gp. Der

Korper L zerfallt T, und v’ ist eine Primstelle von L, die eine Primstelle v von F teilt. Es sei

V= Z oL

oc€Gal(L,/ /Fy)
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&, wird folgendermaRen definiert:
Eu(z) = 2", zelLy,

uldy) = H dgot' > o,

o€Gal(L,,/F,)
wobei d, , der DL+ definierende Kozyklus ist, und d, = dﬁ’“. Man pruft leicht nach, daR &, in der Tat ein
Homomorphismus ist.
Der einzufihrende Homomorphismus 7,, hat folgende Eigenschaften:
(i) 74 o Cu, ist zu &, aquivalent;
(i) 7, o Gy, ist zu £_,, Aquivalent;

(iii) 7, o ¢, ist die kanonische Neutralisierung von Gr. Es wird 7, durch

Ty it — Sp X0

definiert, wobei s, € T'(L) und

Es existiert ferner f € T'(Ar), so daf
fegsgg(f_l) = elg
folgende Eigenschaften besitzt:
(i) die Projektion von e’g auf L, ist 1, wenn v’ weder v; noch v, teilt;
(ii) die Projektion von e}, auf T'(L, ) ist

/
1

I AL en),

ocGal(L,/ /Fy,;)

Es sei { B, } die in (2.c) auftretende Kokette. Wir setzen

F= ]I B,™

0€Gal(L/F)

go=11 I 4570,

7€6; o€Gal(L,, /Fy,)

so daf}

Ey(i) € [] T(Lw).

v’ |v;
Eine leichte Rechnung ergibt die Gleichung

(2.m) E, = E,(1)E,(2)Fo(F~1).
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Es gilt nahmlich fur r € 6;,0 € Gal(Lvi,/Fvi)
A@Ja(i) - A@T,a(i)AQ,T (z),

so dal C, (i) das Produkt von

[I A=

oc€CGal(L/F)
und
I [ a0 -5
TES; 0€Gal(L,//F,)
ist. Folglich ist

By = {J[ A& () ASH @ HBIE(1)E,(2)}
= {[1(Bea(Bo) B )~ H By E, (1) E, (2)}
= F_lg(F)Eg(l)EQ(Z)-

Die Elemente E, (i) sind schon nach T'(A ) geliftet. Wir liften F'in ein Element f und bekommen
sgegfg(f_l) = E,(1)E,(2)

mits, € T(L). Es giltalso

so dal e’g offensichtlich die erwtnschten Eigenschaften besitzt.

Es mul nochmals nachgepruft werden, ob s, bis auf einen Rand von den in ihrer Konstruktion getroffenen
Waéhlakten unabhéngig ist. Diese werden wieder als (i) bis (v) aufgezéahlt. Die unter (v) erwahnte Moglichkeit

bedarf besonderer Beachtung.

() Wenn wir eine Liftung e, = rye, 7, € T(L) nehmen, dann wird t,, in &), =

r;lg(rgl)rggtg,g abgeandert, und der Isomorphismus zwischen den zwei so zustande gekommenen Gerben

durch

th— 1yt
definiert. Da s, durch r;lsg ersetzt wird, geht ¢/ nach 7, 's, x g in der neutralen Gerbe §r, das auch das Bild
vonr,'t, ist.

(if) Wenn wir B, durch B,Go(G~!) ersetzen, wird F' mit

H G~ % o(@)2"
0
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multipliziert. Wenn wir G in g liften, kdnnen wir

statt f wahlen, und
flo(f)~t = fo(f~1)g "olg")-
Wir hatten schon gesehen, daB e, durch e,g"o(g~") ersetzt wird. Somit bleibt {s,} erhalten.

(iii) Eine ahnliche Rechnung zeigt die Kompatibilitat unter Abanderung der Reprasentanten w,, 7 € S;.
L><

v’

Wenn wir das Représentantensystem S, selbst abéndern, dann wird B, mit einem Element aus []

v’ |v;
multipliziert. Folglich werden weder ¢, , noch s, geéndert.
(iv) Eine Abanderung der Einbettung Wy, , ,r, — Wi, andert die Kozyklen nicht und folglich auch nicht
Y1
{s0}. Eine Abanderung von w,, ¢ € Gal(L,;/F,,) multipliziert B, mit einem Element aus [[,,|,, 7'(L./) und

verursacht keine Anderung von {s,}.

(V) Wenn wir v} abandern und durch v} ersetzen,
|)‘x|v§’ = |$|v’17

dann ist

Z op=A Z oA"tu

o€Gal(L, i /Fy;) ocGal(L, /Fyy)
1 1

und wird im allgemeinen nur dann gleich Av; sein, wenn X so gewahlt werden kann, da® A~z = u. Deshalb
setzen wir diese Bedingung voraus. Es ist aber sogar in diesem Fall nicht so, daf 7,, unabhéngig von v/’ ist. Es

seien namlich A, , Liftungen von A, , und C, ., der durch

0(Aet) Ay - Agar Ay = Coor

definierte Teichmullerkozyklus. Dann ist
R |
ceGal(L/Q)

ein 1-Kozyklus von Gal(L/Q) mit Werten aus T'(L) und 7, wird durch 7/, : ¢, — 7,7,(t,) ersetzt, wenn v} durch

vy ersetz wird.

E, wird namlich mit dem Ausdruck (2.e) multipliziert, der gleich ist

oYY to(Z1)Z; "
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Andererseits wird F' mit

v= [I Db;*

c€Gal(L/F)

multipliziert. Nach den Definitionen ist
U= H/\ A1 o2 ATRASE,

und

V=1 A5 I MAx- )™

TES, TES,
Folglich gilt
UY " =[] (MAx-1.00)7AZH) H/\ (Ay—1,)™

o

Wegen der Kozykeleigenschaft ist das erste Produkt auf der rechten Seite gleich

[T Ao p A o) = TT A T A AN )7
Wenn o in 7 Gal (L, / Fy,, ) liegt, ist
A(AA—IJT) = )\(A)\—IJ/) (mOdT(L,U/l))

Wir kénnen daher UY ! in das Produkt von [T, A7% und einem Elementaus [],,

[T A T ooy =TT = 7o

g

T(L,) liften. Es gilt ferner

v’ |vg

denn
[TAcH A2 =1.

0,0\
o

Somit ist s, = 7,5,.
Wir wollen schlieBlich zeigen, daB3 7,, unabhéangig von L ist. Es sei L' 2 L eine Galoiserweiterung von F.
Wir werwenden die friheren Formeln wieder. Um dasselbe Symbol nicht mit zwei Bedeutungen zu verwenden,
schrieben wir
Bi)’ = Bng/(l)BQI(Q)GQ(G)fl

Aus den friheren Rechnungen ergibt sich, dall £, das Produkt von F, und zwei anderen Faktoren ist. Einer ist

far s, belanglos, weil er in

[[r@) I] 7

v’ vy v’ |vg
liegt. Der andere ist

”H{HB 0 e, o

1
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Andererseits ist

Fe I

o' €Gal(L’ /F)

Wir zeigen, daf

F'F~ 1G"HHB Wi =y

=1 p'

’
- "
BQ,Q‘.

(modulo H T(L

v’ |v1,v2

wobei V' nicht nur invariant ist, sondern tatséchlich das Bild eines Elements aus T'(Ar). Somit wird s, = s,.

Wir zeigen in der Tat, daf

w=(]] B;"HG
yeH
in Cp, liegt, und
V= H o(W)er,
0€Gal(L/Q)

was hinreicht, denn A — (', ist surjektiv.

Essei ¢’ € Gal(L'/F') und es sei i} sein Représentant modulo HG/. Es muR gezeigt werden, dal

-1 —1 —
(2.n) ¢~ (Il e By~ BoGBy, (1)3%1 (2))
kongruent ist zu
(2.0) [Len B;lG,

mit Gleichheit, wenn o’ € H.

Es gilt erstens

S =15 T A (DA @)
yEH
Bl H o’ gv Aot o(2 HB
wobei o/ = ¢’ ~'. Somit ist (2.n) gleich
2.p) By ()BLH2)T1, (A7 (D Aer04(2)) 0" (Byy, (1)B,, (2))o(B,) B
mal (2.0).
Zweitens gilt
0" (Byu; (1)) Bor (1) = Byt (1) A s (1) A, (0)
und
Boiy (1) = [ Aorn(

dao’u;, € HG,.
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Wenn ¢’ € H,soist B, = B, =1, p, = 1, und
HAa/w’v(i) = HAJ/,v(i)v
v v
was die erwunschte Gleichheit ergibt.

Im allgemeinen, wenn ¢’ € u;Hy; mit v; aus dem Rechtsreprasentantensystem von H; in G, so gilt
H Agt,o(i) = H Aa’,uiwi (4)
ol ol

und
Aot iy (z’)A;,lth(i) =o' (Aum (i)il)AUIN;'YyVi (1) € UI#;’Y(LL;;)
Ferner ist
A;/l,u;y(i)Aa’um(i)Aa’,u; (i) = UIAuévv(i) =1L
Somit ist (2.p) gleich
U(BQ)B[,A;L1 (1)Aq,u,(2).

Aber
AUvHi (Z) = Aa,g(i) (mOd L'/w’.)’
und
0(Bo)Bs A, (1) A p(2) = 1,
dago =1.

Wir formulieren wieder das Wesentliche in einem Satz.

Satz 2.3. In der Situation von Satz 2.2 sei p ein Element aus X,.(T'), das die Kocharaktere v; durch Mittelung
ergibt
v = (—=1)"! Z Ol
aEGal(L,U/l/F,,,i)

Dann liefert die obige Konstruktion einen Homomorphismus 7, von der Gerbe T,, ., in die neutrale Gerbe
Sr, so daff 7, 0 (y fir v # vi,v2 zur kanonischen Neutralisierung dquivalent ist und so daf$ 7, o Gy, 2u &,
dquivalent ist und 1, o (y, 2u &, (die Definition von &, erscheint nach Satz 2.2). Der Homomorphismus
T, ist eindeutig bestimmt bis auf die Komposition mit einem Automorphismus von Gr, der in allen Stellen

dquivalent zum identischen Automorphismus ist. Die Konstruktion ist funktoriell in T, .
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§3. DIE PSEUDOMOTIVISCHE GALOISGRUPPE

In diesem Abschnitt fihren wir zwei Gerben ein, nicht nur die eigentlich wichtige, die wir die pseudomo-
tivische Galoisgruppe nennen, sondern auch eine untergeordnete, die nur da ist, um die Vermutung im funften
Abschnitt fur die allgemeinste Shimuravarietat formulieren zu kdnnen.

Die pseudomotivische Galoisgruppe P ist als direkter Limes definiert. Es sei L eine endliche Galoiser-
weiterung von Q im Koérper Q der algebraischen Zahlen in C und m sei eine natiirliche Zahl. Wir definieren
zunéchst eine Gerbe P(L, m), deren Kern ein Torus P(L, m) ist, den wir definieren, indem wir den Galoismodul

seiner Charaktere vorschreiben. Es sei ¢ = p™, wobei p die ein fur allemal fixierte rationale Primzahl ist.

Definition 3.1. Die Gruppe X (L, m) der zu L und m zugeordneten Weilzahlen besteht aus denjenigen 7 aus L

mit folgenden Eigenschaften.

(a) Es gibt eine ganze Zahl v; = v (), so daR fir alle archimedischen Primstellen v von L gilt
I enl=a
o€Gal(L, /R)
(b) Fir jede Primstelle v € L Uber p gibt es ein va(v) = v (7, v) € Z mit
=1 T omh=g=®.
o€Gal(L,/Q,)

(c) In allen endlichen Stellen auBerhalb p ist 7 eine Einheit.

Aus dem Dirichletschen Einheitensatz folgt, da X (L, m) endlich erzeugt ist. Aus X (L, m) dividieren wir
die endliche Gruppe der darin enthaltenen Einheitswurzeln aus, um einen torsionsfreien Modul X *(L, m) zu
erhalten. Den entsprechenden Torus bezeichnen wir mit P(L,m). Der Modul X *(L,m) ist offensichtlich ein
Gal(Q/Q)-Modul. Folglich ist P(L,m) Uber Q definiert.

Notfalls, um MiRverstandnissen vorzubeugen, schreiben wir . flr den Charakter von P(L,m), der der
Weilzahl m € X (L, m) entspricht. Wir fixieren ein fr allemal eine Einbettung Q — Qp und folglich eine Primstelle
v von jedem in Q enthaltenen endlichen algebraischen Zahlkorper L. Es sei v; die durch L € Q € C gegebene
archimedische Stelle von L. Wir definieren folgendermaRen die Kogewichte v, v, aus X, (L, m) = X, (P(L, m)):

(3.9) Vi, Xx) = va(m),

(3.b) (v2, Xr) = va(m,v2).

Die Relation (2.a) ist offensichtlich, wahrend (2.b) aus der Produktformel folgt. Dabei sollte bemerkt werden, daf
dieses v sogar unter der vollen Gruppe Gal(Q/Q) invariant ist.

Folgende Funktorialitaten sind vorhanden:

(3.c) Wenn L C L/, ¢*, SRR X*(L,m) — X*(L', m) schickt = nach sich selbst.

(3.d) Wennm|m/, ¢* = ¢y, ..+ X*(L,m) — X*(L,m’) schickt 7 nach am/m,

Die kontragredienten Abbildungen sind Homomorphismen der Uber Q definierten Tori

P(L';m)und P(L,m’) nach P(L,m).
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Lemma 3.2. (a) Es gilt

¢m,,m’(V1{,) = V.

(b) Es gilt
¢, (vj) = Ly« Lo, Jvi.

Dabei sind v} die durch L’ € Q € Cund L' € Q € Q, definierten Primstellen von L’.

Wenn m durch m’ ersetzt wird, wird ¢ durch qm//m ersetzt. Daraus folgt die erste Behauptung sofort. Die

zweite folgt aus der Gleichung

[ or=C II om™™

o€Gal(L!,/Q,) o€Gal(Ly,; /Q,)

die fur 7 € L gilt.

Das Verfahren des vorigen Abschnitts ordnet dem Tripel P(L, m), v, v2 und dem Korper L eine Gerbe
P(L,m) zu. Aus Lemma 3.2(a) folgt, daR es einen kanonischen Homomorphismus ¢ = ¢, @ P(L, m') —
P(L,m) gibt. Im vorigen Abschnitt worde gezeigt, daR die mittels P(L,m), v1,ve und L definierte Gerbe der
mittels P(L,m), [L;, : Ly, v1, [L;é : Ly, Jve und L’ definierten isomorph ist. Infolgedessen gibt es auch einen
kanonischen Homomorphismus ¢ = ¢, 1, : P(L',m) — P(L, m).

Als Vorbereitung auf den nachsten Abschnitt, in dem wir einen kanonischen Isomorphismus zwischen der
pseudomotivischen Galoisgruppe

P = lim P(L,m)
Lm

s

und der echten motivischen Galoisgruppe aus den Standardvermutungen und der Tatevermutung ableiten,
mussen wir einige kohomologische Eigenschaften des inversen Systems der P(L,m) zeigen. Vorher fihren
wir eine zweite etwas kunstliche Gerbe ein, die wir mangels Erfindungsgabe die quasimotivische Galoisgruppe

nennen. Sie wird mittels der quasi-Weilzahlen definiert.

Definition 3.3. Die Gruppe Y (L, m) der L und m zugeordneten quasi-Weilzahlen besteht aus denjenigen 7 aus

L mit folgenden Eigenschaften.

(a) Es gibt eine ganze Zahl v; = v4(7), so daf fur alle archimedischen Primstellen v von L gilt

| H O_ﬂ_l[Lv:R] _ qul[L:Q].
oc€Gal(L/Q)

(b) Fur jede Primstelle v € L Uiber p gibt es ein v (v) = vo(m,v) € Z mit

o=l I onl, a0
o€Gal(L,/Q,)



Shimuravarietaten und gerben 31

(c) In allen endlichen Primstellen auf3erhalb p ist 7 eine Einheit.

Wie die X (L, m) bilden auch die Y (L, m) ein inverses System. Um Y *(L, m) zu bekommen, dividiert man
Y (L, m) nach der i.a. unendlichen Gruppe aller Einheite aus, nicht nur der Einheitswurzeln. Wir erhalten ein
inverses System von Gerben Q(L, m), dessen Limes Q wir die quasimotivische Galoisgruppe nennen.

Die Gruppe P(L,m) enthélt eine Reihe {4,,}, m|n, n genligend hoch, von ausgezeichneten rationalen Punk-
ten, die durch die Gleichungen

n

Xw(én) =mm

definiert werden. Dabei muf > durch die Ordnung der Torsion von X (L, m) teilbar sein. Die Rationalitét von

6, folgt aus
J(Xﬂ(én)) = (O—’/T)ﬁ = Xo'ﬂ‘((;’n)'

Die Gleichungen

(bm,m’ (6n) = 671,7 ¢L,L’(5n) = 571,

prifen sich leicht nach. In Q(L,m), dem Kern von Q(L,m), gibt es kein eindeutig bestimmtes §. Wir kénnen
etliche definieren, und die fehlende Eindeutigkeit werden wir meistens Ubersehen. Wenn k gentigend hoch ist,

dann gibt es ein kommutatives Diagramm von Gal(L/Q)-Moduln

Y (L,m)

/

Wir definieren §,, durch die Gleichungen

Y *(L,m)

Es ist also fur jedes 7 die Zahl 7~ (J,,) eine Einheit.

Es seien T ein Torus Uber Q und p € X, (T'). Wenn T Uber L zerfallt, und wenn m gentigend hoch ist,

ordnen wir dem Paar (T, 1) einen Uber Q definierten Homomorphismus ¢, : Q(L, m) — T zu. Falls
(3.€) (c—-1D(+Dp=0w+1)(c—1)p=0,
wird ¢, durch P(L, m) faktorisiert werden konnen, und ist als ein Homomorphismus von P(L, m) nach T' zu

betrachten. Dabei ist zu bemerken, dass die einbettung
X(L,m) S Y(L,m)

einen Homomorphismus Q (L, m) — P(L,m) definiert.
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Der Homomorphismus ¢, wird durch einen Homomorphismus von Galoismoduln X*(T') — Y*(L,m)

definiert werden, und zwar durch X*(T') — Y (L, m), A — 7, wobei gelten muR
Tor = o (7).
Wenn die Gleichungen (3.e) gelten, wird auch gelten

o (UTA) - Th) = Tourtor = T(h1)or = Tg)a = L(TA) - T

und

L) A = Tner = Tuagr = V(m)7mn, V= ot

Damit ist ¢(my )7y eine rationale Zahl, und m\ € X (L, m).

Um X — 7 zu definieren, wéhlen wir ein zweckmaBiges v € T'(Q) und setzen
™ = A(Y).

Fur die Gruppe P istdann t,,(6,,) = ~. Fir die Gruppe Qist A(y~¢,,(6,,)) eine Einheit fiir jedes \. Wir werden

also «y durch ¢,,(6,,,) ersetzen kénnen und annehemen, dass v, (0, ) = 7.
Von 1, werden die Bedingungen
Yuvi) = (=1 Y op
Gal(L.,/Q,,)
verlangt, was auf v Ubertragen bedeutet, dald
—(=1)'(\Z

'aeGal(Lui/Qv/)UH>
O 0l=a e
o€Gal(Ly,; /Q,)

SchlieBlich ist A(y) eine Einheit auBerhalb des Unendlichen und p.

Wir wahlen m so groB, daf es eine Zahl a aus L gibt derart, daR das Ideal (a) eine Potenz p" des der Stelle

v9 entsprechenden Primideals p ist, und daf}

|Nva2/Q1,2 alp =q.

Das Element ~ wird durch die Gleichungen

)= I e@®

oc€Gal(L/Q)
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definiert. Dann ist ~ rational und

| I[I o0k= II I co@™,

o€Gal(Ly,/Q,,) 0€Gal(Lv,/Q,,) c€Gal(L/Q)

=| 11 0o (a) ™71,
0,0€Gal(Ly, /Qw)

= gMXoom),

Dem vorigen Abschnitt zufolge 188t sich ¢, kanonisch in einen Homomorphismus von Gerben v, : Q(L,m) —
Gr oder v, : P(L,m) — Gr erweitern.
Von jetzt ab in diesem Abschnitt widmen wir uns ausschlieRlich den Gerben P(L, m) und fangen mit einer

einfachen Bemerkung an.
Lemma 3.4. Es sei K der mazimale CM -Unterkérper von L. Dann ist X (L, m) = X (K, m).

Wir erinnern uns daran, dal’ die Galoiserweiterung K ein C' M -Korper ist, falls die komplexe Konjugation ¢

im Zentrum von Gal(K/F) liegt. Wir missen also zeigen, dass
o(m) = ¢ (m),
wennr € X(L,m),und /' = owo!, 0 € Gal(L/F). Wenn L ein reeller Korper ist, ist das Klar. Sonst gilt
om)m = ¢ = (m)m,

und folglich ¢/(7) = (7).
Wir nehmen also im folgenden ohne Beschréankung der Allgemeinheit immer an, daB L ein C'M-Korper ist.

Es sei Ly sein total reeller Unterkorper.
Lemma 3.5. H? (Q, P(L,m)) erfillt das Hasseprinzip.
Offenbar genugt es zu zeigen, dall der Homomorphismus
H'(Gal(L'/Q), P(1)) — H'(Gal(L'/Q), X, ® C1)
surjektiv ist, wenn P = P(L,m) und L € L’. Also mit Tate-Nakayama mussen wir die Surjektivitat von

@ H_l (Gal(Li}/Qu)7 X*) - H_l (Gal(L//Q)’ X*)
'UEQ

einsehen.

Es gibt eine exakte Sequenz von Galoismoduln

1—>Xi—>X*—>Z—>1,
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wobei ¢ als —1 auf X/ wirkt. Ein Element aus H ' (Gal(L'/Q), X,.) wird durch X € X, dargestellt mit
Z oA =0.
oeGal(L'/Q)

Folglich liegt A in X/, und

Z oA =0,

oc€Gal(L;,, /R)
so daB A ein Element aus H~*(Gal(L/, /R), X.) darstellt. Somit ist das Lemma bewiesen.

Es gibt noch weitere kohomologische Eigenschaften der Gruppen P(L,m) zu behandeln. Vorher machen
wir einige Bemerkungen tber die Moduln X, (L, m). Die Serregruppe © S ist ein Torus tiber Q, der durch seinen

Gewichtmodul X *(£9) definiert wird:

X*(5S) ={A= D" nolallng +n.,, = k(N), k() € Z}.
o:L—Q

Die Gruppe © S ist mit einem ausgezeichneten Kogewicht y ausgestattet,
pe Y male =

wobei 1 die vorgegebene Einbettung L — Q bezeichnet. Das Kogewicht y definiert ¥, : P(L,m) — LS und
2 X*H(ES) — X*(L,m).

y23

Lemma 3.6. Fir geniigend hohes m ist der Homomorphismus vy surjektiv und folglich P(L,m) — Ls

injektiv.
Jedem g € Gal(L/Q) ist eine p teilende Primstelle v, zugeordnet
|$|vg = |Q_1$|va-

Wenn o € Gal(L,,/Q,,), istv,s = v,. Der Modul X, (L, m) enthélt die ausgezeichneten Elemente v, = v, und

v, = —pv. Es gelten die Relationen
Voo = Vo, 0 € Gal(Ly,/Q,,)
und
Vo +Vip = Vook, k=2[Ly, : Q)]IL: Lo] ™.
Die erste Relation ist klar. Die zweite folgt aus
vo(m)+v, o (m — [L” :Qp]
gre(MHre() — | [T o lomm)l=m(m) 7

o€Gal(Ly,/Q,)
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Lemma 3.7. (a) Wenn die p teilenden Primstellen von Lo in L nicht zerfallen, und es zerfallen entweder

keine oder alle, dann gilt

und fiir gentigend hohes m ist {vo} eine Z-Basis von X (L, m).
b) Wenn die Primstellen von Lo in L zerfallen, sei o1, ..., o, eine Reprdsentantensystem fiir die Doppelk-

lassen Gal(L,, /R)\Gal(L/Q)/Gal(L,,/Q,). Dann ist fiir geniigend hohes m die Menge {Voo,Vp,, ..., V,, }

eine Z-Basis von X.(L,m).

ImFall (a) ist v, = v,, und die gegebene Relation klar. In beiden Fallen ist es klar, daB die Elemente, die eine

Basis bilden sollen, einen Untermodul von endlichem Index erzeugen, denn aus

fur jedes o, schliel3en wir, dal? 7 eine Einheitswurzel ist. Wir mussen nur zeigen, da8 im Fall (a) v, und im Fall
(b) voo und v, , - - -, v, Willkirlich vorgeschrieben werden konnen. Diese Aussage werden wir gleichzeitig mit
Lemma 3.6 beweisen.
Die Abbildung X *(£S) — X*(L,m) ist zu der Abbildung v,, : X.(L,m) — X.(LS) dual, und diese ist
durch
VYu(Veo) = i+ tpy Lo # L, Yu(ves) = i, Lo = L,

und

Vuve,) = Z QiT 1k

c€Gal(L,,/Q,)

definiert. Folglich

0 Ladle) = e,

wu,(uoo)(z%[g]) _ {al +a, ég i é

ai

Da a; und a, beliebig sein kénnen, ist es klar, daR wir ein y im Bild von X *(£.S) mit vorgegebenem (v, x)
finden kénnen. Im Fall (b) kénnen wir a,,,...a,, und a,,, beliebig wahlen, und gleichzeitig verlangen, dal

Ugio = Qugyo = 0, wenno # 1, 0 € Gal(L,,/Q,). Somit sind beide Lemmata bewiesen.
Korollar 3.8. Fiir geniigend hohes m und m|m' ist ¢pm m : Xo(L,m') — X.(L,m) ein Isomorphismus.

Wir kdnnen die Bezeichnungen etwas entlasten, wenn wir statt P(L,m) oder X *(L,m) die Symbole P(L),

mitunter Pr,, oder X *(L) verwenden, wobei stillschweigend vorausgesetzt ist, dal m hinreichend hoch ist.
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Die nachsten Aussagen betreffen die erste Kohomologiegruppe von P;. Da sie im Fall (a) von Lemma 3.7
trivial sind, kénnen wir uns in den Beweisen auf Fall (b) beschranken. Wir betrachten die exakte Sequenz von

Gal(L/Q)-Moduln.
(3.9) 0= Zve — Xu(L) — Xi(N) — 0.
Dabei ist N ein Torus, und X, (V) durch diese Sequenz definiert. Es sei 7, das Bild von v, in X, (V).

Die Struktur des Galoismoduls X, (N) ist sofort aus Lemma 3.7 ablesbar. Es sei H = Gal(L,,/Q,,) und
Hy = H U H.. Wir erhalten eine exakte Sequenz von Gal(L/Q)-Moduln.

(3.9) 0 — Indf, 1 — Ind§1 — X, (N) — 1.

Lemma 3.9. HY(Q, Py) erfiillt das Hasseprinzip.

Nach (3.7) und dem Satz 90 geniigt es, das Hasseprinzip fiir H'(Q, N) zu zeigen. Das folgt aus (3.g),

X

dem Satz 90, dem Shapirolemma und dem Hasseprinzip fir H*(Ho, K('), wobei Ky den Fizkirper von Hy
bedeutet.

Lemma 3.10. Es sei L ein vorgegebener C M -Kérper. Dann gibt es eine C M -Erweiterung L' von L, so daf§

fiir jede Primstelle v von Q der Transitionshomomorphismus
H'(Q,, Pr) — H'(Q,, Pr)
Null ist.
Wir verwenden die Tate-Nakayama-Theorie und beweisen, daf3
H~Y(Gal(Ly,/Q,), X+ (L)) — H™'(Gal(Ly/Q,), X (L))
Null ist, wobei v und v’ Erweiterungen von v auf L und L’ bedeuten. Offensichtlich gentigt es zu zeigen, daR
H™(Gal(Ly /Q,), X.(N)) — H™'(Gal(Ly/Q,), X.(N))

Null ist, wobei X, (N") durch
0—Zv,, — X.(L')— X.(N')—0

definiert wird. Ein Elementaus H ! (Gal(L,/Q,), X.(N)) wird durch

U= Z Aoy, Gy €L,
Gal(L/Q)/Gal(L.,/Q,)

dargestellt. Es sei s = [L : Q]; dann stellt v die triviale Klasse dar, wenn s|a, fur jedes .
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Ein Element aus H ' (Gal(L!,/Q,), X.(N")) wird gleichermaBen durch

V= E Qo' Vy

Gal(L'/Q)/Gal(L, /Qy)
dargestellt, und das Bild ¢, 1 (v, ) ist rv,, wenn g das Bild von ¢’ in Gal(L/Q) ist, und

r= [Llé : va].

.

Es geht also darum, L’ so zu wahlen, daB s|r. Das kdnnen wir erreichen, indem wir L’ = K L setzen, wobei K

eine zweckmaRig gewahlte abelsche Erweiterung von Q ist.

Wenn wir die globale Tate-Nakayama-Theorie anwenden, bekommen wir auf dieselbe Weise folgende Aus-

sage.

Lemma 3.11. FEs sei L ein vorgegebener C M -Kérper mit Ideleklassengruppe Cr. Dann gibt es eine C'M -

Erweiterung L' von L, so daf§ der Transitionshomomorphismus
H*(Gal(L'/Q), X.(L") ® Cp/) — H*(Gal(L/Q), X.(L) ® Cr)
Null ist.

Der nachste Satz folgt sofort aus Lemmas 3.9 und 3.10.

Korollar 3.12. Es sei L ein vorgegebener CM -Korper. Dann gibt es eine CM -Erweiterung L' von L, so daf§
der Transitionshomomorphismus

Hl(QaPL/) - Hl(Qv-PL)
Null ist.
Nach Lemma 3.6 gibt es eine Einbettung
Q/JL :1/}“ : TL — 9LS.

Aus der Definition von 1), und aus Lemma 3.7 folgt die Kommutativitat des folgenden Diagramms bis auf

Aquivalenz
Pr Y G
(3.h) | |
Pr Y Gy,

indem §1, = Grg,51 = G/ g. Nach den Definitionen des vorigen Abschnitts gelten weiter:

(3.0) wu 0 Cyy = Euv % 0 Gy, = ffu-
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(3.j) Wenn v weder co noch p teilt, dann ist ¢, o ¢, zur kanonischen Neutralisierung von G, aquivalent.

DaR die lokalen Homomorphismen bis auf Aquivalenz vertraglich mit der Abanderung von L sind, folgt

allerdings aus den Ergebnissen des vorigen Abschnitts.

Zwei lokale Homomorphismen unterscheiden sich um ein Element in

H'(Gal(Q,/Q,),“S(Q,)).

Das folgende Lemma besagt somit, daB fur eine nichtarchimedische Stelle v von Q zwei beliebige kompatible
Familien von lokalen Homomorphismen automatisch aquivalent sind. Insbesondere ist die Bedingung (3.j) sowie

die zweite Halfte von (3.i) automatisch erfullt.

Lemma 3.13. Es sei v eine nichtarchimedische Stelle von Q. Zu jedem CM-Kérper L gibt es einen CM -
Korper L', der L erhdlt und so dajf

H'(Gal(Q,/Q,)."5(Q,)) =0.
Beweis. Wir betrachten die exakte Folge von algebraischen Tori tber Q,, ([De2]):
1— RL;)/QGm — G X Ry G — L's 1.
Die zugehdrige lange exakte Kohomologiesequenz liefert

0— H'(Q,,"S) = P Br(Lo, ) — (PBr(L,)) PBr(Q,).

’
)

Die Summen gehen Uber die Stellen Uber v in den entsprechenden Korpern. Die Behauptung folgt, weil wir eine
Galoiserweiterung vom CM-Typ L’ 2 L finden kdnnen, so daB alle Stellen in L{, Gber v in L’ zerfallen. Man

wahlt namlich eine total-reelle Galoiserweiterung K von Lg, die L an jeder v teilenden Stelle zerfallt, und setzt
Ly=KLy, L' =KL.

Im folgenden Abschnitt werden wir einem Inverssystem von Gerben M, mit ahnlichen Eigenschaften wie
P, begegnen, erstens Einbettungen
(bu, : ML — 9L7
und zweitens lokalen Homomorphismen ¢/, fur die die Algebra von (3.h), (3.i) und (3.j) gelten. Es wird weiter
gelten

(3.k) ¢H(ML) = 'L/)/L(PL)'

Wir identifizieren deshalb M und Pry,.
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Lemma 3.14. Es sei angenommen, daf$ es fiir jede Primstelle v von Q und jedes L einen Isomorphismus
nL(v) : My (v) = Pr(v)

gibt, der auf dem Kern My die Identitdt ist. Dann gibt es einen Isomorphismus ng : My — P, so dafi
n(v) fiir jedes v zur Lokalisierung von ny, dquivalent ist. Die Familie {nr} ist bis auf Aquivalenz eindeutig

bestimmt und die Diagramme

My —— Mg

(3.1) n’Ll J/WL

P, — PL

sind bis auf dquivalenz kommutativ.

Es sei My, durch den Kozyklus {m, ,|o,o € Gal(Q/Q)} definiert, und P, durch {p, ,}. Dann sind {m, ,}

und {p, .} lokal &quivalent. Nach dem Hasseprinzip von Lemma 3.5 kénnen wir annehmen, da m, , = py. .

Zwei bis auf Aquivalenz gegebene Isomorphismen nL,n; : Mg — Pr unterscheiden sich um eine Klasse
aus H'(Q, Pp). Infolgedessen kdnnen wir aus Lemma 3.9 schlieRen, daB zwei lokal 4quivalente Isomorphismen

auch global &quivalent sind. Somit ist die Eindeutigkeit von n;, bewiesen.

Die Kommutativitat des Diagramms (3.1) wird ahnlich bewiesen. Es seien ndmlich plg aus Py.. Reprasentanten

der Elemente aus der Gruppe Gal(Q/Q) mit p/,p/, = p, ;). und es sei byp,, b, € Pr(Q) das Bild von p/,. In der

gleichen Weise seien m/}, Reprasentanten mit mym;, = m;, ,m;,, wobei allerdings m}, , = p/, ,, und es sei a,m,
das Bild von m/,. Es sei schlieBlich

N (m,) = ¢, Py, ¢, € Prs,
und es sei ¢, das Bild von c’g in Pr. Wir hatten n;, durch die Kommutativitét von (3.1) definieren kdnnen, namlich
(3.m) nL(me) = ay ' becop,.
Somit folgt die Kommutativitat aus der Eindeutigkeit.

Um 5, Gberhaupt zu definieren, niitzen wir Lemma 3.10 aus und wahlen L’ derart, daR die Transitionshomo-

morphismen H'(Q,, P./) — H'(Q,, Pr) fur alle v Null sind. Ein moglicher Isomorphismus & : My, — P

!

wird durch m/, — p, definiert, denn m;,

o = Dy, Die Lokalisierung {(v) unterscheidet sich von 7/ (v) um ein
o, aus H(Q,,, Pr). Wir definieren 5z, durch (3.m), indem wir ¢, und folglich ¢, nicht mittels ./, das noch nicht
vorhanden ist, definieren, sondern mittels . Dann unterscheiden sich 7y, (v) und die Lokalisierung von 7, um

das Bild von «,, in H(Q,,, P1,), das nach Voraussetzung Null ist.

Wir bendtigen im nachsten Abschnitt eine Aussage, die uns garantiert, dal wir die Gerben M, und P, als

Untergerben von G, identifizieren konnen.
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Lemma 3.15. Mit den Bezeichnungen des vorigen Lemmas sei auflerden angenommen, daff die lokalen

Homomorphismen in der unendlichen Stelle

Y 0y, und ¢y 0 Gy,

von W nach Gy, fir alle L zueinander dquivalent sind. Dann ist das folgende Diagramm bis auf Aquivalenz

kommutativ.

Pr

Beweis. Nach Voraussetzung bilden die lokalen Homomorphismen ¢,, und ¢/, fir jede Stelle eine flr variables
L kompatible Familie. Daher ist dies auch fiir die lokalen Homomorphismen ¢, o ¢, und ¢,, o ¢, von G, richtig.
Far eine nichtarchimedische Stelle sind diese lokalen Homomorphismen somit nach Lemma 3.13 aquivalent,
wahrend dies fur die unendliche Stelle nach Voraussetzung richtig ist. Nach Identifikation von M mit P,
unterscheiden sich die Einbettungen ¢,, und v,, um eine Klasse aus H'(Q,£S), die folglich lokal trivial ist. Die

Behauptung folgt aus dem Hasseprinzip fur H'(Q, ©S) ([De2], C.1).

Wir bemerken, daB wir im §2 die Gerbe T,, ,, und den Homomorphismus 7, explizit konstruiert haben,
ohne jedoch eine eindeutige Charakterisierung gegeben zu haben. Fur die Gerbe P und den Homomorphis-
mus 7,,, der einem Kocharakter eines Torus, der die Serre-Bedingung erflllt, zugeordnet ist, folgt eine solche
Charakterisierung unmittelbar aus den Lemmata 3.14 und 3.15. Wir Uberlassen die Formulierung dem Leser

(man benutze die Universaleigenschaft der Serre-Gruppe).

§4. DIE MOTIVISCHE GALOISGRUPPE

Indiesem Abschnitt fihren wir die motivische Galoisgruppe ein, indem wir die zugehorige Tannakakategorie
definieren und beschreiben. Zunéachst erinnern wir an die Beziehung zwischen Gerben und Tannakakategorien
in einer Form, die wir verstandlich finden, und zeigen, wie sich die Terminologie des §2 mit der in [DM] und [Sa]

vergleicht.

Der Begriff einer Galoisgerbe Uiber einem Korper k& der Charakteristik Null, mit zugehdorigen Kern G, wurde
bereits zu Anfang des §2 definiert. Dort wurde auch der Begriff eines Homomorphismus zwischen Galoisgerbe
erklart. In jenem Abschnitt hatten wir neben der zu einer Uber k definierten linearen algebraischen Gruppe
G assoziierten neutralen Galoisgerbe S auch Beispiele kennengelernt. Wenn V' ein endlich-dimensionaler

Vektorraum Uber der algebraisch abgeschlossenen Hiille & von k ist, kénnen wir eine Galoisgerbe Gy einfiihren.
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Sie besteht aus allen Isomorphismen g : V — V, die additiv und o-linear beziiglich eines o = o(g) € Gal(k/k)

sind. Der Homomorphismus g — o(g) definiert eine exakte Sequenz
1 — GL(V) — Gy — Gal(k/k) — 1.

Der Schnittkeim ist durch die Wahl einer K -Basis von V fur eine endliche Erweiterung K von k gegeben. Eine
Darstellung der Galoisgerbe G ist ein Homomorphismus § — Gy,. Die Kategorie aller Darstellungen einer
gegebenen Galoisgerbe G ist mit einer offensichtlichen k-linearen Struktur, einem Tensorprodukt und einem

Einsobjekt 1, der Darstellung, die durch die nattirliche Projektion nach Gal(k/k) definiert wird, versehen.

Obgleich diese Begriffe einer Gerbe und der ihr zugeordneten Tannakakategorie nicht die tblichen sind,
hangen sie fur die uns interessierenden Falle eng mit denen von [DM] und [Sa] zusammen. Aus [DM], §3.10,
folgt, daR jede Gerbe im Sinne von Giraud, die einer Tannakakategorie Uber k entspricht, ein inverser Limes von
algebraischen Gerben ist. Es sei G eine algebraische Gerbe im Sinne von Giraud (der besseren Unterscheidung
von den Galoisgerben wegen unterstreichen wir das Symbol), und es sei Q € obgspecg ein Objekt. Wir werden
dem Paar (G, Q) eine Galoisgerbe G zuordnen und zeigen, daR diese Zuordnung eine Aquivalenz von Kategorien
darstellt. Dabei ist ein Homomorphismus (9, Q) — (3{, R) in der ersten Kategorie ein Paar bestehend aus einem

cartesischen Funktor ¢ : § — J und einem Isomorphismus in 3. 1,

Bei dem Waorterbuch zwischen algebraischen Tannakakategorien und algebraischen Gerben mussen beim Erset-
zen der Giraudgerben durch Galoisgerben die Tannakakategorien ersetzt werden durch algebraische Tannakakat-
egorien, zusammen mit einem Faserfunktor tber k.

Nach der letzten Proposition im Anhang zu [DM] existiert eine endliche Erweiterung &’ von k und ein Objekt
Qy aus gspec,;, dessen inverses Bild in gspecE, mit einem Isomorphismus mit ¢ versehen ist. Anders gesagt
(siehe Anhang zu [DM]) ist @ mit einem Abstiegsdatum Uber &’ ausgestattet. Es sei 0@) € ob gspec,; das Obijekt,
das durch Zuriickziehen mittels ¢ : k& — k entsteht. Dann ist das Abstiegsdatum nichts anderes als ein System

von Isomorphismen ¢, : Q — °Q fur o € Gal(k/k), das die (ibliche Kozykelbedingung erfullt. Wir definieren
§={¢:Q — Qo € Gal(k/k)}.
Weil es einen offensichtlichen Isomorphismus

o : Isom(Q,?Q) — Isom(?Q, 7°Q)

gibt, sowie eine Paarung

Isom(@, ?Q) x Isom(?Q, ¢° Q) — Isom(Q, °° Q),
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bildet G eine Gruppe, und zwar eine Erweiterung von Gal(k/k) durch G(k) mitG = Aut(Q). Nach Voraussetzung
ist G eine algebraische Gruppe Uber k. Das Abstiegsdatum definiert eine Zerfillung der Erweiterung uber

Gal(k/k'). Auf diese Weise erhalten wir eine Galoisgerbe G.

Ein Quasi-Inverses ist leicht zu definieren. Es sei G eine Galoisgerbe. Dann ist die Tannakakategorie
Rep G mit einen Faserfunktor Gber k ausgestattet, der einer Darstellung den zugehérigen Vektorraum Uber k&
zuordnet. Wir erhalten also die zu der Tannakakategorie Rep§ zugeordnete Giraudgerbe § samt einem Element
Q aus ob Gy, 5, dem Faserfunktor. Da flr beliebiges § zwei Objekte aus obGg .z isomorph sind, ist G bis auf
Isomorphismus eindeutig bestimmt. Der Isomorphismus zwischen zwei moglichen G ist bis auf Konjugation mit

einem Element aus G (k) eindeutig bestimmt. Folglich unterscheiden wir nicht allzusehr zwischen § und §.

Die Kategorie der Motiv Uber einem beliebigen Korper kann konstruiert werden, wenn die Standardvermu-
tungen vorausgesetzt werden, und wir werden die Konstruktion weiter unten skizzieren. Diese Kategorie ist eine
rigide abelsche Tensorkategorie Uber Q mit End(1) = Q. Falls der Korper von positiver Charakteristik ist, besitzt
die Kategorie keinen Faserfunktor tber Q, obwohl die Etalkohomologie einen Faserfunktor Uber Q, liefert. Das
bereitet unerwartet Schwierigkeiten, denn der Beweis des Satzes Ill, 3.2.2 in [Sa] ist lUckenhaft, wie in [DM] her-
vorgehoben wird. Infolgedessen ist die Kategorie der Motive nicht ohne weiteres eine Tannakakategorie im Sinne
von [DM]. Der Anmerkung am Ende von [DM] zufolge ist diese Lucke vielleicht nicht ernst. Es stellt sich aber
heraus, daB fur uns hier das Problem belanglos ist, denn es wird von den (sehr starken) Standardvermutungen

sowieso behoben.
Um die spéatere Darlegung nicht unterbrechen zu mussen, fuhren wir die notwendigen Betrachtungen an

dieser Stelle aus.

Es sei C eine rigide abelsche Tensorkategorie Uber & mit End (1)= k, und es sei &’ eine Erweiterung von
k ohne sonstige Eigenschaften. Wie in [DM], p. 156 fuihren wir die zu C' aquivalente Unterkategorie der im
wesentlichen konstanten Ind-Objekte C von Ind(C) ein (siehe [Sa], 11.2.3.4). Der Funktor i : C¢ — Ind(C)

wird formal durch dieselben Formeln wie in [DM] definiert. Es gilt
Hom(z’(X), i(Y)) ~ k' @, Hom(X,Y).

Es sei Cys die von i(X), X in C°, erzeugte abelsche Tensor-Unterkategorie von Ind(C) ) ([DM], 1.14). Wir
betrachten 7 als einen Funktor von C nach Cj/. Wenn w ein k’-wertiger Faserfunktor auf C ist, kdnnen wir w’ wie

in [DM] einfuhren und dasselbe kommutative Diagramm bekommen.

C Ck"

(4.d) w

Vecy:
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Wir setzen voraus, daR es ein w gibt, fiir das w’ exakt und treu ist, und zeigen, daB C' dann eine Tannakakategorie
ist.

Es gibt wenig zu zeigen. Aus (4.d) folgt
Aut®w = Aut®w’.

Dann schlieBen wir aus [DM], Th. 2.11, daB FIB(C) ([DM], §3.6) eine affine Giraudgerbe § ist. Es muB weiter
gezeigt werden, dal
A
C—Rep,§

eine Aquivalenz von Kategorien ist. Wenn Cy € C, gibt es einen Funktor FIB(C) — FIB(Cy). Da jedes
® aus Rep,§ sich durch FIB(C)) faktorisiert mit Cj endlich erzeugt, kénnen wir ohne Einschrankung der
Allgemeinheit annehmen, dal? C endlich erzeugt ist ([DM], §1.14), denn C ist eine gefilterte Vereinigung seiner
endlich erzeugten Unterkategorien. In diesem Fall kdnnen wir wegen der Proposition am Ende von [DM] £’
durch eine endliche Galoiserweiterung ersetzen, ohne daR die Exaktheit und Treuheit von w’ verloren geht. Es
sei also k£’ endlich und galois’sch.

Da konnen wir Cy, mit C ;) identifizieren, indem wir i(z) im obigen Sinne mit dem i(x) von [DM], p. 156,
identifizieren. Mittels des Morphismus id — ¢j wird X in C} ein Unterobjekt von i5(X). Wenn wir zu dualen
Obijekten Ubergehen, wird jedes X von Cy. Quotient eines Objekts aus i(C).

Essei §' = FIB(Cy), i* der induzierte Funktor i* : FIB(Cy/) — FIB(C), und i** : Rep,§ — Rep,/§'. Das

Diagramm

C _*  Rep§
I
Cv v Repp§
ist kommutativ.

Der Funktor 7 ist exakt und treu, und
dz‘km Hom(X,Y) = dim Hom (i(X),4(Y)).

Wenn @, und ®; in Rep,,§ liegen, dann ist die Abbildung
(4e) Hom(®1, ®3) @, k' — Hom (P (w), Pa(w))

eine Einbettung. Wir stellen unsere Naivitat unten bloR, indem wir den Grund daflir geben. Daraus folgt, da
(4.9 dimy, Hom(®1, ®2) < dimyy (Hom(z’**fI)l,i**CDQ)).

Da )\ eine Aquivalenz von Kategorien ist, ist X folglich volltreu und die Ungleichung (4.f) eine Gleichung.
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Weil ¢**®; ein Unterobjekt von einem A'i(X) = i**A\(X) ist, ist &1 ein Unterobjekt von A(X). Der Quotient
®, ist ein Unterobjekt von A(Y'), und ®; der Kern von einem Morphismus A(X) — A(Y). Weil A volltreu ist,

liegt ®; im wesentlichen Bild von \.

Nach der Definition ([DM], p. 153) gibt es fiir jeden Automorphismus o von k' Gber k lineare Isomorphismen
ozi:CI)q;(w)—WI)q;(w)@Uk', 1 =1,2

die mit Hom(®4, ®2) vertraglich sind. Es sei ¢ € Hom(®4, ®2). Dann gilt

052¢ = ((;5 @ 1)0[1,

(4.8) ~
aa=(1®a)a; = (0" (a)®1)ay, ack.

Wenn (4.e) keine Einbettung ware, gébe es ein minimales » und
¢17 R ¢T c Hom(cbl,(Dg), a1,...,0,r € k?/,

sodaB {¢1, ..., ¢, } Uber k linear unabhéngig ist, wahrend

Z a;p; =0
i=1
in Hom = (@1 (w), ®2(w)). Es ist notwendigerweise r = 2. Aus (4.g) folgern wir fiir jedes o,

i:fl(ai)@‘ =0,
i=1

woraus wir sofort einen Widerspruch bekommen.

Wir kommen jetzt zur Konstruktion der Kategorie der Motive. Es sei Vg die Kategorie der glatten projektiven,
nicht notwendig zusammenhéangenden Varietdten tber F. Falls X € obVg, so bezeichne C*(X) den graduierten
Q-Vektorraum der algebraischen Zykel (graduiert nach Kodimension) modulo numerischer Aquivalenz. Wir
bilden aus Vg eine neue Kategorie C'V mit denselben Objekten, die wir der Klarheit halber mit 2 (X ') bezeichnen,

und mit Morphismen die algebraischen Korrespondenzen vom Grad Null von X nach Y, ([Sa], A.0.3.3)
Homeyg (h(X), h(Y)) = CVO(X,Y).

Falls also X irreduzibel von der Dimension n ist, so ist CV?(X,Y) = C"(X x Y). Die Kategorie C'Vf ist
eine Q-lineare Kategorie mit einer direkten Summe & (die der disjunkten Vereinigung entspricht) und einem
Tensorprodukt ® (das dem kartesischen Produkt entspricht) mit Einselement 1 = h(Spec F), das mit natiirlichen
Assoziativitats- und Kommutativitatsgesetzen [DM], §1.1, versehen ist. Die Zuordnung X — h(X) ist ein

kontravarianter Funktor (Graph eines Morphismus)

h: VPP — OVg.
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Die “falsche” Kategorie der effektiven Motive MFT ist die pseudoabelsche (Karoubi-) Hulle von C'Vy, die aus C'Vg

durch formales Hinzuftigen der Bilder und Kerne von Projektoren entsteht ([DM], p. 201). In Mif zerfallt h(Pl),
h(PY) =10 L.

Dabei ist Hom(M, N) — Hom(M ® L, N ® L) fur zwei effektive Motive M und N ([Sa], VI, 4.1.2.5). Die
“falsche” Kategorie der Motive MF entsteht aus M; durch formales Invertieren des Objekts L. Essei T = L~!

das “Tate-Motiv” und M (n) = M ® T™. Dann ist
Hom (M(m),N(n)) =Hom(M ® LN~ N LN™™), N =m,n.

Wir wollen aus der so konstruierten ®-Kategorie eine (Z-) graduierte polarisierte Tannakakategorie machen.
Dazu mussen wir die Standardvermutungen Uber algebraische Zyklen annehmen. Wir fixieren im weiteren
ein [ # p und arbeiten mit der graduierten l-adischen Kohomologie H; (X) = @ H*(X,Q;). Sie ist mit der
Zykelabbildung

7' CU(X) — HP'(X)(0)

und der Spurabbildung
Trx : H"(X)(n) = Q;, n=dimX

versehen. Es gelten die Kiinnethformel, die Poincarédualitat und der starke Lefschetzsatz. Die Standardvermu-

tungen besagen:
1. Die Zykelabbildungen ~? sind injektiv.

2. Die durch einen ampeln Divisor definierte Abbildung
"7 CP(X) — C"P(X)

ist bijektiv fur 0 < 2p < n = dim X.

3. Auf den primitiven algebraischen Zyklen
— n—2p+1 __ 2
Cg,,(X)Df.Kerl T = OP(X) N HP(X)
ist die symmetrische Bilinearform
CP(X) x Ch.(X) = Q, (z,y) = (=) - Tex (1" *Pay)

positiv definit flir 0 < 2p < n. Mittels Zerlegung in primitive Komponenten und passende Zeichensetzung ([Sa],

VI. A.2.2.2.3) erhélt man auf ganz C?(X) eine positiv-definite symmetrische Bilinearform

(z,y) = Trx (- *y).
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(Diese Vermutungen sind nicht voreinander unabhangig [K].)

Aus diesen Vermutungen folgt, dal3 es Elemente
e C*(X x X), n=dimX
gibt, die die Zerlegung in Ktuinnethkomponenten der Diagonale in der [-adischen Kohomologie geben:

Ax =) m e PH" (X))o H(X).

(Diese letzte Tatsache ist in Wirklichkeit Uber F bewiesen [K-M].)

Somit erhalten wir eine Zerlegung von idy, x) in paarweise orthogonale Idempotente
idp(x) =re. ..o
und entsprechend eine Zerlegung in MET
X)) =hr(X)®---®h"(X).

Diese Graduierung der Objekte in C'Vg erweitert sich in offensichtlicher Weise in eine Graduierung der Objekte

aus My, so daB die Kiinnethformel gilt.

Um die Kategorie der echten Motive My aus der Kategorie der falschen Motive MF zu erhalten, andern wir

das Kommutativitatsgesetz v und den homogenen Objekten ab durch
V= (=1)": M@N-—-—N®M, degM =r degN =s

und setzen es linear fort. Wir wollen zeigen, da wir auf diese Weise eine halbeinfache Tannakakategorie Gber Q

erhalten haben. Dazu Uberzeugen wir uns zunéachst davon, daf die Standardvermutungen zur Folge haben, dafy

die [-adische Kohomologie einen treuen exakten Funktor H; : MFQ — Vecq, definiert. Dies isteine unmittelbare
l

Folgerung aus der Injektivitat der kanonischen Abbildung
(4.h) Hom(M, N) ® Q; — Hom(H; (M), Hf (N)).
Es sei X eine Varietdt. Die Bilinearform Trx(z - y) auf C*(X) nimmt Werte in Q und ist wegen der

Standardvermutungen nicht-ausgeartet. Sie ist die Einschrankung der entsprechenden Bilinearform mit Werten

in Q; auf der [-adischen Kohomologie. Folglich ist der Kern der nattrlichen Abbildung
C*(X) ®Q — H (X)

im Kern der Bilinearform auf C*(X) ® Q;, die durch Q,-lineare Erweiterung aus der Bilinearform auf C*(X)
entsteht, enthalten. Er ist folglich Null. Die obige Behauptung ist somit bewiesen, falls A/ und N die zu Varietaten

assoziierten Motive sind. Dann aber folgt die Behauptung leicht auch fur effektive Motive und schlieRlich auch
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fur alle Motive. Als nachstes bemerken wir, daf3 der Beweis von Prop. 6.5 in [DM] (vgl. [Sa], VI1.4.2.2) zeigt, dal3
jedes unzerlegbare Motiv einfach ist. (In loc.cit. wird nicht benutzt, da® der dort verwendete treue Funktor Werte
in VecQ hat; ein treuer Q-linearer Funktor nach Vecy flr eine beliebige Erweiterung &’ von Q leistet dieselben
Dienste.) Wir konnen also (mit derselben Bemerkung) das Lemma 6.6 in [DM] anwenden und schlief3en, da Mg
eine halbeinfache Q-lineare abelsche Tensorkategorie ist. Offenbar ist End(1) = Q, so daf3 lediglich die Rigiditat

der Kategorie noch nachzuweisen ist. Diese folgt wie in [DM], p. 204 unten. Man erhalt
h(X)" = h(X)(n),

falls X eine irreduzible Varietat der Dimension n ist. DaR My eine Tannakakategorie ist, folgt jetzt aus der

Injektivitat von (4.h), die das treue exakte w’ in (4.d) ergibt.

Die Kategorie der Motive hat zuséatzliche Strukturen. Genauer gesagt, ist My mit seiner Z-Graduierung w
und dem Tate-Motiv T ein Tate-Tripel uber Q [DM], §5. Es existiert eine Polarisierung m,; dieses Tate-Triples,
die durch die Eigenschaft, da fiir eine Varietat X die Polarisierungsmenge my; (h"(X)) die Form Trx (z - *y)

enthalt, charakterisiert ist.

Falls wir als Grundkérper an Stelle von F den Korper Q der algebraischen Zahlen nehmen, so wurde in [DM]
eine Kategorie der Motive MQ konstruiert. Dabei werden in der eben skizzierten Konstruktion die algebraischen
Korrespondenzen (modulo numerischer Aquivalenz) durch die von den absoluten Hodgezykeln vermittelten ko-
homologischen Korrespondenzen ersetzt. Ein Vorteil dieses Vorgehens ist, dal keine unbewiesenen Vermutungen
verwendet werden mussen. Ein Nachteil ist, dal? die Reduktion modulo p eines absoluten Hodgezykels nicht
definiert ist. Im folgenden interessiert uns nur die von den abelschen Varietaten vom C'M-Typ und P! erzeugte
Unter-Tannakakategorie ([DM], 1.14.) CMQ von MQ. Damit die Konstruktionen von CMQ und My vertraglich
sind, mussen wir fir das weitere die Hodgevermutung fiir abelsche Varietdten vom CM-Typ annehmen. Die
Standardvermutungen Uber algebraische Zyklen fur diese Varietaten sind dann tbrigens eine Folgerung aus der
Hodgetheorie. Eine abelsche Varietat vom CM-Typ tiber Q hat gute Reduktion modulo p, wie auch die projek-
tive Gerade. Genauer gesagt, ist eine solche abelsche Varietat bereits Gber einer endlichen Erweiterung K von Q
definiert. Nach eventueller VergroBerung von K besitzt sie gute Reduktion in der von der fixierten Einbettung

von Q in Q,, ausgezeichneten Stelle tber p ([Se-Ta], Th. 6).

Dabei ist die Spezialisierungsabbildung auf den Chowringen ein Homomorphismus [Fu], 20.3.1.:
A(X) — A(XF).

Aus den Standardvermutungen folgt, daB sich diese Abbildung (ber die numerischen Aquivalenzklassen
faktorieiert, und dies kompatibel mit den Zykelabbildungen in der /-adischen Kohomologie, d.h. das folgende

Diagramm ist kommutativ.
c(x) ——  C'(Xp)

l l

H* (X)(x) —— H"(Xp)(%).



Shimuravarietaten und gerben 48

In der Tat, falls x € A(X) numerisch dquivalent zu Null ist, so ist Trx (z - xz) = 0, also auch das Bild von z
in A(Xy) numerisch dquivalent zu Null. Man sieht leicht, da man auf diese Weise einen Tensor-Funktor erhalt,

der die Reduktion modulo p dieser Motive beschreibt
red : CMQ — Mp.

Genauer sei L € Q ein CM-Kérper und LCMQ die Unter-Tannakakategorie von CMQ, die von den abelschen

Varietiten vom C'M-Typ durch L und von P* erzeugt wird. Fiir L C L’ erhalten wir
L _ L _

Dazu fassen wir eine abelsche Varietat X mit komplexer Multiplikation durch L als direkten Summanden
der abelschen Varietét (bis auf Isogenie) mit komplexer Multiplikation durch L', X ®j, L’ (mit offensichtlicher

Definition) auf. Die rationale Kohomologie definiert einen naturlichen Faserfunktor von LCMQ Uber Q:
"OMg — Vecq, h(X)— aH (X xq C,Q).

Deligne ([D2], (A)) hat gezeigt, daB die entsprechende neutralisierte Gerbe Gber Q die zur Serregruppe gehdrige
Giraudgerbe §, = G, ist (G, entspricht der Galoisgerbe G, = SGig), und daB der den obigen Funktoren

entsprechende Homomorphismus die nattrliche Projektion ist,

S — Sr.

Es sei “My die Unter-Tannakakategorie von My, die durch das Bild von LCMQ unter dem Reduktionsfunktor
erzeugt wird ([DM], 1.14). Weil LCMQ eine algebraische Tannakakategorie ist, ist auch “My eine algebraische
Tannakakategorie ([DM], 2.20). lhre Gerbe bezeichnen wir mit M. Falls L € L/, so ist der Homomorphismus
von Gerben My, — M surjektiv, weil der Funktor “Mp — L’MF volltreu ist und jedes Unterobjekt eines
Bildes das Bild eines Unterobjektes ist ([DM], 2.21, siehe Anmerkung 1 am Ende des Abschnitts). Wir erhalten

kommutative Diagramme

My 0§,
| |
M, S.-

Um die von uns gewdinschten Eigenschaften von My nachzuweisen, mussen wir die Tatevermutung fur die
l-adische Kohomologie (fir das von uns fixierte /) von algebraischen Varietaten Uber endlichen Korpern [Sa], A.4
annehmen. Es sei Tate Fom die Tannakakategorie Uber Q,; der stetigen halb-einfachen [-adischen Darstellungen

der Galoisgruppe 7,,, = Gal(F/F,~ ), die mit einem natirlichen Faserfunktor versehen ist

w, © Tatep ,, — Vec Q-
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Wir bilden den direkten Limes (Restriktion)
Tatep = lim Tate F,m

und erhalten so eine neutralisierte, halbeinfache Tannakakategorie tiber Q;. Das Frobeniuselementin Gal(F /F,m )
definiert einen Isomorphismus T, = Z. Die proalgebraische Gruppe T,, = Aut®(w,,) ist die algebraische Huille
von T, tber Q;, und es ist

Rep.cont.q (Tim) — Rep.q, (Tim)

(vgl. [Sa], V.0.3.1). Insbesondere ist T,, abelsch und folglich ([DM], 2.23), weil Rele(Tm) eine halbeinfache
Tannakakategorie ist, ein projektiver Limes von algebraischen Gruppen von multiplikativem Typ. Wir wollen
die Charaktergruppe von T,,, bestimmen. Dazu erweitern wir die Skalare von Q, nach Q,, so wie dies am Anfang
dieses Abschnitts erklart wurde.

Rep.cont.QleQl - Rep'QszQl = ReleTm-

(Fur die letze Identifikation vgl. [DM], 3.12.) Man sieht leicht ein, daR die Kategorie links einfach die Kategorie
der diagonalisierbaren Darstellungen von T, in einem Ql-Vektorraum, bei denen die Eigenwerte des Frobe-
niuselements [-adische Einheiten sind, ist. Diese bilden eine halbeinfache Tannakakategorie Gber Ql, in der die
einfachen Objekte den Rang 1 ([DM], 1.7.3.) haben. Weiterhin werden die einfachen Objekte durch die Gruppe

Oa der [-adischen Einheiten parametrisiert. Wir schlieBen ([Sa], V1.3.5.1.) dal}
l

X*(Tm) = 0 .

Die Transitionsabbildung X*(T,,) — X*(T,) fir m|m’ schickt = nach % .

Im nachsten Lemma gehen wir zu Galoisgerben Uber. Folglich ist ¢, nur bis auf Konjugation mit einem

Element aus 1S(k) bestimmt.
Lemma 4.1. FEs sei L galois’sch. Der kanonische Homomorphismus
M 255,

is injektiv. Die Kerne My von My und Pp von Pr, sind als Untertori von LS identisch.

Beweis. Aus den Definitionen folgt, daR jedes Objekt aus “My isomorph zu einem Subquotienten von
red(X) furein X € obLCMQ ist. Daher ([DM], 2.21) ist die erste Aussage klar (siehe Anm. 1). Wir hatten weiter

oben gezeigt, daB die [-adische Kohomologie einen treuen Funktor von Tannakakategorien Uber Q; definiert

LMFQ A, GradTate .
1
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Die Tatevermutung Uber F ist dquivalent zur Aussage, dall dieser Funktor volltreu ist ([Sa], A.4). (Diese Ver-
mutung ist eine Folgerung der Tatevermutung uber endlichen Korpern.) Weil die Tannakakategorie GradTatep
halbeinfach ist, ist dann auch jedes Unterobjekt eines Bildes das Bild eines Unterobjekts. Folglich ist der Homo-

morphismus auf den Charaktermoduln der Kerne injektiv ([DM], 2.21, siehe Anmerkung 1)

Weil My, eine algebraische Gruppe ist, folgt aus der Definition des direkten Limes auf der rechten Seite, da

X*(My) torsionfrei ist und somit M, ein Torus.

Wir betrachten das Diagramm mit den offensichtlichen Pfeilen

/\

Dabei ist die Surjektivitat des oberen schragen Pfeils bereits klar, wahrend sie fur den unteren schragen Pfeil
aus Lemma 3.6 folgt. Somit genugt es fur den Beweis, die Kommutativitat des Diagramms nachzuweisen. Wir

betrachten ein Element y € X *(£S) der Form
:Znﬂ'[a]; nﬂ+nLU:1)

ne = 0 oder 1. Sein Bild unter X*(¢1.) ist (siehe Rechnung nach 3.7) die Weilzahl 7, = 7 € L mit

1) m-71=q
— > No
@ | I omly=q W o,
oeGal(L,/Q,)

Hierbei ist ¢ = p™ mit gentgend groflem m. Andererseits entspricht y einer abelschen Varietdt vom C'M-Typ
(L, @) bis auf Isogenie mit ® = {o|n, = 1}, [Mu2], p. 212. Diese abelsche Varietét ist Uber einer endlichen
Erweiterung von Q definiert und hat dort gute Reduktion modulo p Gber einem endlichen Korper F,. Es sei w der
Frobeniusendomorphismus dieser abelschen Varietét tber F, aufgefal3t als Element von L. Dies ist eine Einheit
auBerhalb co und p (Existenz der [-adischen Kohomologie) und erfallt (1) (Weilvermutungen) und (2) (Formel
von Shimura-Taniyama). Folglich sind die Bilder von  unter den beiden Homomorphismen von X *(£S) nach

X*(T) identisch. Die Behauptung folgt, weil solche Elemente X *(£S) erzeugen ([D2], A.2.).
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Korollar 4.2. Es sei L galois’sch. “My ist die Unter-Tannakakategorie der Motive, deren Frobeniusendo-

morphismen bzgl. eines hinreichend grofien endlichen Kdérpers alle Figenwerte in L haben.

Die Tannakakategorie “My ist mit dem Faserfunktor tiber Q, ausgestattet, der durch die [ adische Koho-
mologie definiert wird, fur jedes [ # p:

L g A, Vecg, -

Dieser definiert eine Trivialisierung ¢; von M, Uber Q,. Die kristalline Kohomologie (tensorisiert mit Q) ordnet
jedem Motiv ein (F')-Isokristall Gber dem Quotientenkorper k& = F(F) der Wittvektoren Gber F zu (siehe An-
merkung 2 am Ende des Abschnitts). Die zur Tannakakategorie der Isokristalle Uber k£ gehdrige Gerbe ist die
Dieudonnégerbe D. Genauer gesagt ist diese Tannakakategorie zu dem gefilterten inversen System der Gerben
DL» gehorig, wobei L,, die unverzweigte Erweiterung vom Grade n von Q, bezeichnet. Dies folgt aus [Sa],
V1.3.3.2 (siehe auch die Anmerkung zum néchsten Abschnitt). Die kristalline Kohomologie definiert somit einen
Homomorphismus von Gerben
CI/J :D — M.

Die so konstruierten lokalen Homomorphismen sind offensichtlich kompatibel bezlglich der Abanderung von

L. Furv = [ # p sind die lokalisierten Gerben P, (v) und M (v) als neutrale Gerben mit demselben Kern

isomorph. Fur v = p sind die Isomorphieklassen von P, (v) bzw. M (v) als Gerben Gber Q,, mit M, = P,

eindeutig bestimmt durch die Einschrankungen der lokalen Homomorphismen ¢, bzw. ¢, auf den Kern. Um
Ln

zu zeigen, daR diese Einschrankungen identisch sind, geniigt es, die Einschrankungen v“» bzw. »/“" von

Y oCp: DF — G bzw. ¢ o ¢, : D — G, zu vergleichen. Die erste ist gegeben durch die Formel

O IT omde=a @Y, xexT(").

Gal(Ln/Q,)
Der Homomorphismus ¢,0¢, : DEn — G definiertein Element b aus Kottwitz’s Menge B(~S) (vgl. Anmerkung
zum §5). Der Homomorphismus v ist durch die Folge der Anstiege des Newtonpolygons der zu ¢z, o ¢},
gehérigen Isokristallstruktur auf den Darstellungen von S gegeben (vgl. [K4], §4.2). Kottwitz hat gezeigt ([K4],
4.3), daB

Ln
<I/ aX> :nval(x(b)),
wobei val die normalisierte Bewertung bezeichnet. Die gewinschte Gleichheit folgt, weil im Fall, dal x = x4 zu

einer abelschen Varietdt vom C'M-Typ (L, @) tber F, gehort, sein Frobeniusendomorphismus m,, in folgender

Beziehung zum F' des Dieduonnémoduls steht ([Dem], p.63):

Um die lokale Zusatzstruktur von M, in der unendlichen Stelle zu definieren, verwenden wir die graduierte

Polarisierung 7, des Tatetripels (LMF, w, 1 (1)). Weil es Motive von ungeradem Grad in “My gibt, durfen wir
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[DM], 5.20 anwenden. Das dort beschriebene Tatetripel (V, w, T) ist gerade die graduierte Tannakakategorie, die
zur R-Gerbe W gehért. Somit erhalten wir einen bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmten Homomorphismus
von Gerben

Céo:WﬁML,

der auf den zugehdrigen Tate-Triplen einen Funktor definiert
(LMFa w, 1(1)) - (Vv w, T)v

der bis auf Isomorphie durch die Eigenschaft charakterisiert ist, da er die Polarisierung m; in die kanonische
Polarisierung mcan von (V,w,T) Uberfihrt. Wir wollen zeigen, daB die Komposition ¢, o ¢, &quivalent zu
& @ W — G ist. Aber gerade wie LMy ist auch LCMQ in naturlicher Weise mit einer graduierten Polarisierung
mom versehen und unter dem Reduktionsfunktor geht wopy in 7y, Uber. Somit ist die Komposition ¢y, o ¢/
der durch die Prop. 5.20 in [DM] zu (LC]qu,ﬂ'CM) assoziierte Homomorphismus von ‘W nach §;. Dieser
Homomorphismus ist aber leicht zu bestimmen. Auf den Kernen ist er durch die Graduierung gegeben, also

gleich dem Gewichtshomomorphismus
v =g+ G,(C) — LS(C).

Die graduierte Polarisierung mcps auf der neutralen Tannakakategorie LCMQ ist von der Form o fur
ein wohlbestimmtes Hodgeelement C' € LS(R) ([DM], 4.22 und 4.25 (b)). Aus der Hodgetheorie folgt, dal
C = v(i). In der Tat induziert C' auf einer R-rationalen Darstellung V von £S gerade den zu der auf V
induzierten Hodgestruktur gehorigen Weiloperator [W] und die von Weil definierte Bilinearform [W], 1V, Cor.
zu Th. 7, liegt in moas (V). Nach Definition des Homomorphismus ¢y, o ¢ ([DM], 5.20) geht also das gewahlte

Erzeugende w, W mit w? = —1 tber in
v(i) x v € LS(C) x Gal(C/R).

Es ist klar, dal dieser Homomorphismus &quivalentzu &, : W — G ist:

Zusammenfassend haben wir gezeigt, daR in jeder Stelle v die Gerben P, (v) und M, (v) isomorph sind. Wegen
der vorhergehenden Bemerkungen sind Uberdies die Voraussetzungen des Lemmas 3.15 erfullt. Wir erhalten

somit den folgenden Satz:
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Satz 4.4. Es gibt eine Familie von Isomorphismen, nr : My — P, so daff ng, o, =2y, und so dafl folgende

Diagramme bis auf Aquivalenz kommutativ sind:

Mp: Mz, My,
&
Ny nL Sr
yd

TL/ TL TL

Anmerkung 1. Die zitierte Literaturstelle behandelt allerdings nur Tensorfunktoren w : C’ — C zwischen
neutralen Tannakakategorien Uber k. Um sie hier anwenden zu kdnnen, genugt es, sich davon zu Uberzeugen,
daB, falls w eine der beiden unten stehenden Voraussetzungen erfullt, so auch der nach einer endlichen Ba-

siskérpererweiterung k1 /k entstehende Funktor w;, ) : kal) — C(1,). Die Voraussetzungen lauten:

1. w ist volltreu und jedes Unterobjekt von w(X’), X’ € ob(’, ist isomorph zum Bild eines Unterobjekts

von X',
2. Jedes Objekt in C' ist Subquotient eines Objekts der Form w(X’), X’ € ob C".

Die Tannakakategorie C(,) kann identifiziert werden mit der Kategorie der k;-Moduln
(X,ax : ki — End(X)) in C ([DM], p. 156). Dabei ist der Funktor i = i, : C — C(x,) (4uReres Tensorpro-
dukt mit k1) linksadjungiert zu j = ji, /i : C(z,) — C, der (X, ax) nach X schickt. Es ist k; ®; Hom(X,Y) =
Hom (i(X),i(Y)). Jetzt mdge w die Voraussetzung 1 erfiillen. Fur (X', ax-), (Y',ay’) € ob Gy, ist

Hom((le aX/)v (Yla aY/)) = HOIH((W(XI),W(O[X/)), (W(Y/)vw(aY’)))

als Untermengen von Hom(w(X'),w(Y”)), weil w nach Voraussetzung volltreu ist. Also ist w(, volltreu.
Entsprechend sei (Y, ay) ein Unterobjekt von (w(X’),w(ax)). Nach Voraussetzung ist Y isomorph zu einem
Obijekt der Form w(Y”) fur ein Unterobjekt Y/ von X’. Wegen der Volltreuheit von w definiert dann «y eine
k1-Modulstruktur ay : k1 — End(Y”’) auf Y’ und (Y, ay) ist isomorph zum Bild unter w(;, ) des Unterobjekts
(Y, ay+)von (X', ax). Jetzt moge w die Voraussetzung 2. erfullen. Es sei X ein Objektvon C(;,,) und j(X) ein
Subquotient von w(X"’). Der Adjunktionshomomorphismus identifiziert X; miteinem Unterobjekt vonioj(X;),

das seinerseits ein Subquotient von i (w(X")) = w,) (i(X")) ist.

Anmerkung 2. Einer Mitteilung von L. lllusie zufolge ist das Problem der Definition einer Zykelklasse in der
kristallinen Kohomologie mit den Ublichen formalen Eigenschaften jetzt gelost. Fur die rationale kristalline
Kohomologie ist eine solche Losung von H. Gillet und W. Messing angegeben worden (unver6ffentlicht); fur die

“ganze” kristalline Kohomologie wurde eine Losung von M. Gros erzielt (Thése de 3™¢ cycle, Orsay 1983).

§5. EINE VERMUTUNG UBER SHIMURAVERIETATEN UND IHRE FOLGEN
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Far die Definition einer Shimuravarietat wird der Leser auf [D1] hingewiesen. Eine Shimuravarietat ist einer
uber Q definierten algebraischen Gruppe G, einem uber R definierten Homomorphismus 4 von S = Resc/r G,

nach G, und einer offenen kompakten Untergruppe K aus G(A ¢) zugeordnet. Es sei § = G die neutrale Gerbe
G(Q) x Gal(Q/Q).

Was gegeben ist, ist nicht tatsachlich h, sondern die Konjugationsklasse X, von h bezliglich G(R). Dieser

Klasse ordnen wir eine Aquivalenzklasse von Homomorphismen von Gerben (iber R zu,

oo : W —G.

Die Gruppe S ist mit einem kanonischen Kogewicht p versehen, und (z,w) — z*wH, i = (), ist ein
Isomorphismus von S mit G, x G, der Uber C definiertist. Wir definieren £ (2) = h(z#TH), 2 € C*, oo (w) =
h((=1)*) x ¢, wenn w = w(t).

Da ;1 + i zentral ist, definiert &, einen Homomorphismus der Gerbe Gal(C/R) nach G¢,, = Gaq und folglich
eine Klasse a in H'(R, Gaq).

Lemma 5.1. Es sei G’ die der Klasse a entsprechende R-Form von G. Dann ist G, (R) kompakt.

Es sei T eine Uber R definierte Cartanuntergruppe, durch die 4 sich faktorisieren 1a8t. Dann ist h(u)
ein Kogewicht von T', das wir gleichfalls mit  bezeichnen. Wenn « eine Wurzel von T ist, kénnen wir die

Wurzelvektoren X, X_, so wahlen, daf
[Xao, X_0] = Ho, a(Hy) =2, 1(Xo) = £X .

Wenn das Vorzeichen positiv ist, ist die Wurzel o nicht kompakt, und wenn es negativ ist, ist o kompakt. Das
Vorzeichen ist —(—1)<W’> (siehe [Sh], §4). Wenn wir zu G’ Gbergehen, wird die Wirkung von ¢ durch die von
(=1)# = ersetzt. Fur ./ gilt also

(X)) =—X_o

fir jedes o, und G/ (R) ist daher kompakt, denn jede Wurzel von G’ ist kompakt.

Wir haben eine Primzahl p ein fur allemal fixiert. Es wird vorausgesetzt dal3 GG Uiber einer unverzweigten Er-
weiterung von Q,, zerfallt. Es wird weiter vorausgesetzt, daf die kompakte Untergruppe, die die Shimuravarietat
definiert, ein Produkt ist:

K=K"-K,

mit K? C G(A%}) und K, C G(Q,). Die Zeit ist sicherlich nicht reif, eine Vermutung Gber die Reduktion von
Shimuravarietaten zu formulieren, ohne K, starke Einschrankungen aufzuerlegen, obwohl spezielle Félle gewil3

zuganglich sind ([C], [DR]). Wir setzen eine der zwei folgenden Bedingungen voraus. Entweder (a) K, ist
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hyperspeziell im Sinne von [T], §3.1. oder (b) Gaq ist Uber Q,, anisotrop, und K, ist die maximale kompakte
Untergruppe von G(Qp). Der Leser wird leicht die Betrachtungen dieses Abschnitts ein bichen verallgemeinern.
Da aber in dieser Arbeit hauptsachlich der Fall (a) betrachtet wird, und in einer weiteren noch zu schreibenden
Arbeit des zweiten Autors der Fall (b), und da uns der nattrliche Rahmen fur die nachstehenden Vermutungen
keineswegs Klar ist, haben wir es vorgezogen, bei diesen beiden Fallen zu bleiben.

Wir setzen auch voraus, dal die derivierte Gruppe Gg4er Von GG einfach-zusammenhangend ist, eine An-
nahme, die die Allgemeinheit nicht beschrankt, und deren Grund wir spéater erklaren werden. Es sei ¢ die
Komplettierung der maximal unverzweigten Erweiterung Q" von Q,,. Auf ¢ operiert Gal(Q,"/Q,,). Das
Gebaude B(G, ¢) ist in [T] definiert. In den Fallen (a) und (b) gibt es Facetten wy, . .., w, minimaler Dimension
und Punkte x; € w;, so dak die Menge {z1,...,z,} unter Gal(Q,"/Q,) erhalten bleibt, und so daB K, der
Stabilisator in G(Q,) des Mittelpunkts des von {1, ..., .} aufgespannten Simplex ist.

Wir fihren zunachst den Begriff eines zulassigen Homomorphismus ¢ : Q@ — G ein. Dieser Homomorphis-
mus laBt sich allerdings durch ein Qj, faktorisieren, und wir arbeiten oft mit Q, statt Q. Es sind vier Bedingungen

zu erfiillen. Es sei erstens G 1, der Quotient G/G4e, Und h,y, die Verkettung,
§ -G — Gab-

Wir schreiben Ay (z, w) = z#*» - wh=>. Da die Gruppe G, ein Torus ist, kdnnen wir den .1, zugeordneten
Homomorphismus ¢, : @ — Gap = SG¢,, einfihren.

(5.a) Das Kompositum

Gan 1 Q > § — Gy

ist 1y, dquivalent.

Es sind etliche Homomorphismen nach G vorhanden:

() Co =Gy : W—G,

(i) G =G, : D= G,

()¢ :9— G, L #p.

(5.b) Das Kompositum ¢ o (o ist s dquivalent.

(5.c) Das Kompositum ¢ o (; ist der kanonischen Neutralisierung & von G iber Q; dquivalent.

Die Bedingung an der Stelle p ist umstandlicher zu klaren. Es seien w?,...,w? und 2¥ € «? die K,

T %

definierenden speziellen Facetten und Punkte und
X = {(x1,...,7,.)|3g € G(&) mit x; = g - 29 Vi}.

Wir definieren o(i),1 < i < r, o € Gal(Q/Q) mittels der Gleichung



Shimuravarietaten und gerben 56

Dem Lemma 2.1 zufolge gibt es eine unverzweigte Erweiterung L von Q ,, so daB ¢, = ¢ o (;, als ein Homomor-

phismus von D nach G aufgefaRt werden kann, der selbst durch einen Homomorphismus &, der Erweiterung
1—- L — D£1 — Gal(L1/Q,) — 1

nach G(L1) x Gal(L1/Q,) definiert wird, wobei L, eine endliche Galoiserweiterung von Q,, ist. Es sei Ly der
maximale Gber L unverzweigte Unterkorper von L;. Der D%l definierende Kozyklus ist eigentlich auf Gal(L/Qp)
definiert. Folglich ist Gal(L1/L) und insbesondere Gal(L1/Ls) in Df eingebettet, und die Einschrankung von
&p auf Gal(L1/L2) durch einen 1-Kozyklus dieser Gruppe mit Werten aus G(L ) definiert. Nach einem Satz von
Steinberg (siehe [Se], S. 3) gibt es eine unverzweigte Erweiterung L’ von L, so daR dieser Kozyklus aufgefal3t als
Kozyklus von Gal(LiL'/LoL’) mit Werten aus G(L1L’) trivial wird. Infolgedessen kdnnen wir L durch LoL’

ersetzen und &, durch einen dquivalenten Homomorphismus 5; und annehemen, dall L; = L.

Der Homomorphismus &, schickt dann DL nach G(L) x Gal(L/Q,). Die Gruppe DL ist der Weilgruppe
WL/Qp isomorph, und WL/Qp ist auf die natlirliche Weise in Gal(Q,,"/Q,,) abgebildet. Es sei £ der durch die

Kommutativitat des folgenden Diagramms definierte Homomorphismus von WL/Qp nach G(¢) x Gal(Q,"/Q,):

Yi/Q,

G(LyxGal(L/Q,) < c(L)ncm(QE“/Qp) — = ca@Q,"/Qy

G(6)xGal(Qy"/Q,).

Es sei w ein Urbild des Frobeniuselements o unter dem kanonischen Homomorphismus WL/Qp — Gal(Q,"/Q,).
Das Element w ist bis auf eine Einheit aus L* eindeutig bestimmt. Es kann daher ein zweites mogliches w’ als
x - o(x)~! - w geschrieben werden mit = € £X. Die Einschrankung von ¢, aud DL = G,, ist algebraisch. Es sei
¢ = §&)(x). Esgilt {(w') = c&(w)e™". Folglich ist F' = ¢(w) bis auf Konjugation mit einem Element aus &;,(¢*)
durch ¢ allein bestimmt.

Wenn wir h durch einen Torus T faktorisieren, definiert es ein Kogewicht x von T'. Obwohl p selbst von h
abhangt und nicht allein von seiner Konjugationsklasse, ist die Bahn von p unter der Weylgruppe wohldefiniert
und unabhangig von h und in einem offensichtlichen Sinn von T'. Folglich kdnnen wir flr eine beliebige
Cartanuntergruppe 7' von G der Shimuravarietat eine Bahn {u} in X..(T) zuordnen. Andererseits sind je zwei
Punkte y, z aus B(G, £) in einem Apartment enthalten und z = y + a mita € X, (T) ® R. Es ist wiederum a

nicht eindeutig bestimmt, sondern nur seine Bahn under der Weylgruppe, die wir mit inv(z, ) bezeichnen.

Die Gruppe G(£) x Gal(Q,"/Q,,) operiert auf X

gXo:(T1,...,T.) — (go(xl),...,ga(xr))
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und auch auf dieselbe Weise auf B(G, £). Es sei X, die Menge der = (21, ..., z,) aus X derart, daR fir jedes i
inv (24, Fzi) = {u}

(5.d) Die Menge X,, ist nicht leer,
Wir setzen
X ={ze€GQ)|po¢ =adzog}, #p.
Da
G(Q) = {9 € G(Q)ladgo & = &},

operiert G(Q;) von rechts auf X; und ist einfach transitiv. Wir wollen ein beschranktes Produkt X? = [] X;
einfuhren. Nach [T], §3.9 kénnen wir eine endliche Menge S und fur [ ¢ S einen hyperspeziellen Punkt :lcl in
B(G, Q,) bestimmen. Weder S noch die z; sind eindeutig bestimmt, aber zwei mogliche Familien von z; sind
fast Uberall gleich. Es wird folglich fiir jede endliche Erweiterung L’ von Q und fast jede Primstelle v von L
eine hyperspezielle Untergruppe K, ausgezeichnet. Es sei ¢ durch g, — g, x o definiert. Dann wird, mit den
Bezeichungen des zweiten Abschnitts, ¢ o (; durch o — ¢ (e, (1)) - g, % o definiert, o € Gal(Q;/Q;). Wir kdnnen
aber eine endliche Erweiterung L’ von Q wéhlen, so daB ¢(e,) - g, in G(AL.) liegt fir jedes o. Folglich liegt
d(eo(l)) - go € [ K, fir fast alle [ und jedes o. Der Kozykel {¢(e,(1)) - g,} kann dann fiir fast jedes [ in [] K,
berandet werde;/,lwas eine ausgezeichnete Untermenge von X fur fast jedes [ liefert und dementspreche;g ein

beschranktes Produkt.

Es sei

Iy ={g € G(Q)ladgo ¢ = ¢}.
Die Gruppe I operiert auf X;, 1 # p und auf X?. Es seien

Jo ={9€G(Q)ladgo&p =&}

und
Jy =19 €G@)|adgof, =&}

Die Gruppe J(; operiertauf X,,. Wenn §, = ad ho¢&p, bildetg — hgh~! die Gruppen I und Jy in J(; ab. Folglich
operiert I, auf X,,. Es sei
Xy(K) = I\ X, x XP/KP.

Es sei jetzt p eine Primstelle von E, dem ReflexkOrper der Shimuravarietat

Sh = Shx = Shz (G, h).
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Wir nehmen an, p sei durch die Einbettungen £ C Q C Q,, definiert. Die Einbettung Q C Q, kann ja immer so
gewdhlt werden. E ist unverzweigt an der Stelle p. Es sei v = [E, : Q,] und ®(zy,...,2;) = F"(z1,...,2.).

Dann operiert ® auf X, und auf X.

Essei O, der Ring der ganzzahligen Elemente aus £,,. Wir suchen ein Modell von Sh Gber O, mit mindestens

folgenden Eigenschaften, und wir vermuten, daf? es existiert, wenn K P genugend klein ist.

(5.6) Es sei k der Restklassenkorper von Oy, und K seine algebraisch abgeschlossene Hiille. Dann ist
Sh (R) als Menge mit Wirkung des Frobeniuselements isomorph der Vereinigung tber Aquivalenzklassen von

zuldssigen ¢ der Mengen X 4(K) mit Wirkung von ¢.
(5.5) Wenn Sh tiber E eigentlich ist, dann ist das Modell eigentlich iber Oy.
(5.9) Wenn K, hyperspeziell ist [T], ist das Modell iber O, glatt.

Im néachsten Abschnitt werden wir die Ergebnisse des vorigen Abschnitts anwenden, um diese Vermutung
zu begriinden. In diesem Abschnitt versuchen wir, sie anschaulicher zu machen, und den Ubergang zu weiteren
Ergebnissen von Kottwitz vorzubereiten. Wir werden ohne weiteres von ihm stammende Begriffe und Ergebnisse

benutzen.

Wir fangen mit einem einfachen Beispiel an, das uns erlaubt, die Vorzeichen nachzuprifen. G sei G,,, so
daB X.(G) = Z, und h sei der Homomorphismus (z,w) — zw, so da u = 1 € Z. Die entsprechende Varietat

Sh ist von der Dimension Null und ihre Punktmenge ist

(5.h) Sh(Q) = Q*\I;/K?- K,, I; = A},
Wir betrachten nur den fall, daB K, = Z,. In der Definition von Deligne, die wir benutzen, treten zwei
Inverse auf (siehe [D1], §2.2.3), namlich das Inverse des Reziprozitatsisomorphismus der Klassenkorpertheorie,

der selbst das Inverse des herkdmmlichen ist. Folglich wirkt das Frobeniuselement auf Sh (Q) als a € Iy — pa,

wobei p als Element aus Q; aufzufassen ist.

Andererseits nach (5.a) stellt ¢ = v, die einzige zulassige Klasse dar. Wenn wir z € X? wahlen, konnen
wir die Abbildung ¢t — zt verwenden, um X? mit IJ’Z zu identifizieren. Es ist ferner I, = Q™. Es sei O der Ring

der ganzzahligen Elemente aus . Dannist X = ¢*/0* = Q) /Z.

Der Homomorphismus v, o (, ist {_, aquivalent. Da G Uber Q zerféllt, ist {_, auf ZDSP definiert als
P

2 — 271

Weil wir das Inverse des herkémmlichen Reziprozitatsisomorphismus nehmen, entspricht p~! dem Frobeniusele-
ment,und p~ ' wirdaufpx1 € G(Q,)xGal(Q,"/Q,) abgebildet. Folglich schickt " das Elementa € £* (mod O%)

nach pa. Nach dem Vorzeichen, das in [T], Gl. 1.2(1) vorkommt, ist

inv(a,pa) = —w(p™) = 1= p.
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Folglich ist X, = X = Q, / K, und

(5.0) I\X, x XP/KP = Q*\I;/K? - K,,.

Die Abbildungen (5.h) und (5.i) definieren eine Identifizierung von 14\ X,, x X?/K? und Sh(Q), unter der
F = & der Wirkung des Frobeniuselements entspricht. Wir heben hervor, da’ diese Identifizierung keinesweg
kanonisch ist.

Es ist klar, da8 Sh ein Modell tber Z, mit guter Reduktion besitzt, und die Vermutung ist daher in diesem
Fall trivial gultig. Im allgemeinen, wenn G ein Torus ist, kann die Vermutung leicht nachgepr uft werden.

Xistdann T'(¢)/T(0). Wenn T' Uber der unverzweigten Erweiterung L von Q,, zerféllt, sei k = [L : Q,] und
o sei ein Frobeniuselement aus Gal(L/Q,). Die Fundamentalklasse ista; ; = 1,0 =4, j S k, i+ j <k, a;j =
p 054,55k i+j=kundlxo € DEentspricht dem Urbild in WL /q, eines Frobeniuselements. Folglich

ist FF = p" X 0.

Es ist, wenn v wie in [T], §1.2 definiert wird,
inv(z, Fz) — p = inv(z,0(z) + v(p")) — p = inv(z, 0(z)),

woraus leicht folgt, daf
Xp =T(Q,)/T(Zy).
Es sei r die kleinste Potenz von o, die y fixiert. Der Korper E ist uber Q,, unverzweigtund r = [E: Qp]. Folglich
ist
d=p " xo",

wo rechts o jetzt den Frobeniusautomorphismus von {%/Qp bedeutet, und

r—1

—=ut+topu+...+0 .

Daher wirkt ® aud X, als Verschiebung durch p="2 € T'(Q, ), und p~"2 ist nichts als das Bild von p € E* unter
dem in [Del], §2.2.3 definierten Homomorphismus NR(u) : E* — T.

Diese Bemerkungen ermdglichenes, T(Q)\T'(Af)/K? - K, mit I,\ X, x X?/KP? zu identifizieren, so daf &

der Frobeniussubstitution in p entspricht, und somit die Vermutung nachzuprufen.

Es sei T eine Cartanuntergruppe von G, die Uber Q definiertist. T sei fundamental, d.h. die Gruppe T.q(R)
sei kompakt, wobei T4 das Bild von T in der adjungierten Gruppe G4 ist. Dann kénnen wir h so wahlen, dall

es durch T faktorisiert und folglich ein Kogewicht p von T" definiert:
h(z,w) = zHwh.

Es sei 97, das Kompositum
%
Q—"5GrS5=Y¢.
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Lemma 5.2. 7, ist zuldssig.

Die Bedingungen (5.a) und (5.c) sind klar, sowie auch (5.b), denn die Fundamentalklasse im Unendlichen ist

durch a,, = —1 definiert, und folglich £, nach Definiton zu 1), o ., aquivalent.

Es sei

Vp =lg = — Z o.

o€Gal(L.,/Q,)
Es sei P die Uber Q, definierte parabolische Untergruppe, die 7" enthalt, und deren Wurzeln durch (Vp,a) <0
definiert wird. Die Gruppe P enthalt den Levifaktor J, dessen Wurzeln durch (v,,a) = 0 definiert sind. Der

Korper Q" zerféllt J.

Wir kénnen annehmen, dal® der X,, definierende Homomorphismus durch 5;) = adh o ¢, definiert wird
mit h € T(Q,). Dannist J, € J(Q,) bzw. Jy € J(¢). Inder Tatist J der Zentralisator des Bildes des Kerns
von D, so daB &, bzw. &, eine getwistete Form 4 bzw. J;, von .J definiert, und Jg bzw. Jj ist die Gruppe der

Q, -rationalen Punkte auf dieser getwisteten Form.
Die Bruhat-Tits-Gebdude B(G, £), B(J, £) sowie B(G, Q,,), B(J,Q,) werden in [T], §2.1 gekennzeichnet. Da
J einen maximalen zerfallenden Torus von G enthélt, ergibt diese Charakterisierung ein kommutatives Diagramm

von Einbettungen (siehe auch [T] §2.6):
B(J,Q,) £ B(G,Q,)

al al
B(J,€) € B(G,¥).
Wir brauchen auch eine Gber Q,, definierte elliptische Cartanuntergruppe 7" von J, die Uber ¢ zerfallt, und so,
daB die maximale kompakte Untergruppe von 77(Q,,) in K, enthalten ist. Im Fall (b) ist die zweite Bedingung
automatisch erfallt, und fur die Existenz von T konnen wir auf [Kn], S.271 verweisen. Im Fall (a) weisen wir

auch darauf hin, sowie auch auf [T], §3.4 und auf SGAD. Es liegen dann 2, ..., 20 im Apartment von 7" (siche

[T], §3.6).
Es sei p/ ein beziglich J zu p konjugiertes Kogewicht von T”. Wir zeigen zunachst, dal wenn F’ mittels

&_ v statt &, oder des dquivalenten £_,, aber wie F' definiert wird, dann gilt
5J) inv (20, F'af) = {u'} = {u}.
Die Gruppe T ist Gber einer unverzweigten Erweiterung zerfallend. Folglich nach dem, was wir schon im

abelschen Fall ausgerechnet haben, ist F/ = p“l x o und
F'2? = o(af) — .

%

Somit ware (5.j) bewiesen.
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Unser Ziel war aber zu zeigen, dall X, nicht leer ist, und dazu gentgt es zu zeigen, daB £_,, und £_ . als
Homomorphismen von D nach G ; aquivalent sind, wenn das Bild von 7" in der adjungierten Gruppe von J
anisotrop ist, wie wir annehmen konnen. Das folgt sofort aus den Ergebnissen von Kottwitz [K4] (siehe An-
merkung am Ende des Abschnitts). Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen dieser Homomorphismen

mit C'(J). Weil das Bild 7" in J,q anisotrop ist, ist

v, = — Z op =
o€Gal(L,/Q,)
zentral. Dabei wird angenommen, da L gentigend grof ist, damit L,, den Torus 7" zerfallt. Infolgedessen
liegen die Klassen von ¢_,, und {_,,, in C(J), = B(J), (siehe Anmerkung) und werden nach Kottwitz durch
Elemente aus X *(Z(.J)'®) gekennzeichnet, wobei T'(p) = Gal(Q}"/Q,) und Z(.J) das Zentrum der Zusam-
menhangskomponente der L-Gruppe bedeutet. Nach der Definition entspricht £_,, dem Charakter z — z# und
§_, dem Charakter z — z#', und diese sind auf Z(j) gleich. Genauer gesagt, in der von Kottwitz definierten

Bijektion steht ein Vorzeichen zur Verfagung. Wir wahlen es so, daB {_,, dem Charakter z — z# entspricht.

Wir konnen jetzt erklaren, warum wir angenommen haben, dal} G4, einfach zusammenhangend ist. Es
sei zunachst G beliebig. Dann kdénnen wir eine z-Erweiterung G’ im Sinne von Kottwitz [K1] finden und eine

Faktorisierung

s W e
h (e}
G

Wir kdnnen auch annehmen ([MS2], §3.4), daR der Reflexkdrper E(G’, h') der Kdrper E = E(G, h) ist. Es sei A

der Kern von .

Es sei K’ eine offene kompakte Untergruppe von G’(A ;) mit o(K’) € K. Die Abbildung
G'(Q\G'(A)/K' — GQ\G(A)/K

ist die Einschréankung eines Uber E definierten Morphismus von Shg/ (G’, h') nach Shx (G, h) auf die Menge der
komplexwertigen Punkte. Sie ist surjektiv, denn G’(Q,,) — G(Q,) ist surjektiv fur jede Primstelle von Q. Es folgt
aus [T], §3.9.1, daR a(K”) eine Untergruppe von endlichem Index in K ist, und daB wir sogar annehmen kdnnen,

daR a(K') ein Normalteiler von K ist.

Dann operiert die endliche Gruppe

B = AQ)\a"\(K)/K’
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von rechts auf Shg (G’, ') und der Quotient ist Shx (G, h), weil G'(Q) — G(Q) surjektiv ist.

Wir interessieren uns letztendlich fiir die Kohomologiegruppen gewisser Garben auf Shy (G, ) (siehe [L1]),
die einer Darstellung ¢ von G zugeordnet sind. Diese kdnnen als die Fixpunkte von B in der Kohomologie der
zuriickgezogenen durch £ o o = &’ definierten Garben auf Shg/ (G’, h') erhalten werden. Folglich kdnnen wir
ohne Beschrankung der Allgemeinheit G’. statt G behandeln.

Nichtsdestoweniger konnen wir den Begriff eines zulassigen Homomorphismus ¢ : Q — § = G4 einflhren.
Wir werden spater anhand eines Beispiels zeigen, dal} die Vermutung, wie sie oben ausgedrickt wurde, in
gewissen Fallen nicht gleichzeitig fiir G und G’ gelten kann. Dafiir brauchen wir einen Satz, den wir zunéchst
beweisen und der ohnehin fiir den Ubergang zur Spurformel wichtig ist.

Satz 5.3. Es gelte das Hasseprinzip fiir Gs.. Wenn G 1iber Q,, quasi-zerfallend ist, und wenn K, hyperspeziell

ist, dann ist jedes zuldssige ¢ einem P, dquivalent.

Wir beginnen den Beweis mit einem Lemma.

Lemma 5.4. Es gelte das Hasseprinzip fir Gs.. Es sei G tiber Q,, quasi-zerfallend, und ¢ sei zulassig. Dann

ist ¢ einem ¢ dquivalent derart, daf$ ¢'(6y) fiir genigend hohes n in G(Q) liegt.

Wir betrachten ¢ als ¢ : Q(L, m) — G. Es sei vy, = ¢(J,,) und es sei g, x ¢ das Bild von ¢,. Es gilt

Y = (6n) = ¢(QQ5nq;1) = 9@9(771)9@_1~

Folglich ist die Konjugationsklasse von ~,, rational.

Es sei G* die quasi-zerfallende Form von G und ¢ : G — G* ein Isomorphismus tiber Q derart, daR ¢~ 1o (1))
inner ist fiir jedes o € Gal(Q/Q). Esseiv; = v (v,). Seine Konjugationsklasse ist auch rational. Notfalls ersetzen
wir n durch ein Vielfaches von sich selbst, damit die Gruppe C,, -, die in Th. 4.7 von [K1] auftritt, trivial ist. Dann

erlaubt uns dieser Satz, ¢ durch ad g o ¢ zu ersetzen, so dal +;; rational wird.
Lemma 5.5. Die Zariski-abgeschlossene Hiille von {6¥|k € Z} in Q(L,m) ist Q(L,m).

Diese abgeschlossene Hiille ist eine algebraische Untergruppe von Q(L,m). Wenn es nicht Q (L, m) selbst

wiére, gabe es einen nicht-trivialen Charakter x . von Q(L, m) mit

n

1=xr(0n)=7m.

Folglich ist 7 eine Einheitswurzel, und x, = 1, was ein Widerspruch ist.

Der Einfachheit halber benutzen wir ¢, um G und G* zu identifizieren. Dann ist die Wirkung der Galois-

gruppe auf G* durch

o*(9) = by (g)b, "
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definiert, wobei b, € G(Q) und b,0(b,)b,;} € Z(Q), wenn Z das Zentrum von G bedeutet. Es sei I* der

Zentralisator von « in G*. Es ist auch der Zentralisator von qb(Q(L, m)).

Wir setzen
go = hb,.
Dann ist
T =T = 900(1n)95 " = hoboo(va)by thyt = hoo* (i)t = hovnhy?t
und h, € I*.

Wir zeigen zunéchst, daB h,0* (hs)h,, im Zentrum von I* liegt, so daR {h,} eine Form I’ von I* definiert,

auf der die Galoisgruppe gemaR den Gleichungen

wirkt. Es gilt nahmlich
hoo*(ho)hgy = hoboo(ha)by thyy = go0(go)o(bs )by hyy

Da
2 =bgs0(b; )b, " € Z(Q),

ist das letzte Glied dieser Gleichung gleich

900(9o)ogs P 2 = G00(95)9 g 2 = D(Gp,0) 7,

und folglich liegt es im Zentrum von I*.

Nach [K1], Lemma 3.3, kdnnen wir annehmen, daR I* quasi-zerfallend ist. Da I’ eine Cartanuntergruppe
Uber Q enthaélt, gibt es eine Giber Q definierte Cartanuntergruppe 7* von I* und ein h € I*,so daB hh,o*(h™!) €

T far jedes p. Wir ersetzen ¢ durch adh o ¢ und nehmen an, da3 h, € T*.

Wir zeigen zunéachst, dall 7™, das auch eine Cartanuntergruppe von G* ist, in der Gruppe G vorkommt (im

Sinne von [L3]). Das bedeutet, daB es ein g € G(Q) gibt, so daR
o*(t) =g '(olgtg™"))g, teT™

Dann ist g7*g~! eine Uber Q definierte Cartanuntergruppe 7 von G. Wir ersetzen ¢ durch ad g o ¢ und folglich
Yn durch gv,g71, das in T(Q) liegt, weil ~,, in T*(Q) liegt. Somit ware Lemma 5.4 bewiesen.

Um zu zeigen, daB T in G vorkommt, brauchen wir eine Folge der Betrachtungen von [L3].
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Lemma 5.6. Fs gelte das Hasseprinzip fiir Gs.. Wenn die Cartanuntergruppe T™* diberall lokal in G vorkommt,

und wenn Ty in mindestens einer Stelle von Q anisotrop ist, dann kommt T™ in G global vor.

In [L3] (siehe Lemma 7.15) ist ein Hindernis eingefuhrt, dessen Verschwinden notwendig und hinreichend

ist, damit 7 in G vorkommt. Das Hindernis liegtin H ! (Gal(L/Q), X.(1%.)) modulo
@ fv (H_l (Ga’l(Lv/Qv)v X* (Ts*c)) )

wobei &, die natiirliche Abbildung von H ~*(Gal(L,/Q,), X«(T%)) nach H~*(Gal(L/Q), X.(T%,)) bezeichnet.
Wenn aber 17, in der Stelle v anisotrop ist, dann ist &, offensichtlich surjektiv, und das Hindernis ohne weiteres

Null.

Wir wenden Lemma 5.6 auf unser 7 an. Dal es Uber Q,, vorkommt, ist klar, denn G ist nach Voraussetzung
uber Q,, quasi-zerfallend. Im Unendlichen erhalt man die Twistung I’, indem man £, auf I* einschrankt. Folglich
ist I’ in der Gruppe G’ von Lemma 5.1 enthalten. Weil T* eine Cartanuntergruppe von I’ ist, folgt es aus jenem

Lemma, daR T}}; anisotrop (ber R ist. Somit kommtes in G vor.

Nach Voraussetzung ist o — e, (l)g, X 0 = a, X 0,0 € Gal(L;/Q,) zu der kanonischen Neutralisierung
von G &quivalent. Folglich definiert oy : ¢ — a,0(g)a; ! eine Form von G, die zu G isomorph ist. Aber e, (1)

liegtin ¢(Q(L,m)), das im Zentrum von I* enthalten ist. Fur ¢ € T~ gilt also

und 7™ kommt Uber Q, in G vor.

Wir kehren jetzt zum Satz 5.3 zurick, dabei weiter annehmend, daB ~,, = ¢(é,,) rational ist fir genligend
hohes n. Der Zentralisator von ~,, sie J. Wenn wir n durch ein zweckmagiges Vielfaches ersetzen, kdnnen
wir annehmen, dal J zusammenhéngend ist. Der Homomorphismus ¢ definiert eine Twistung J4 von J und
Js(Q) = Iy.

Esist ¢(q,) = g, @ 0, WO g, jetzt in J liegt, weil y,, rational ist. Wir brauchen einen liber Q definierten Torus
T aus Jund ein a € I(Q) derart, dak ag,o(a)~* € T fur jedes o. Dann kénnen wir ¢ durch ada o ¢ ersetzen und

annehmen, dal}

(5.K) goo(t)g,t = o(t)

fir jedes p und jedes t € T'(Q). Somit wird T ein (iber Q definierter Torus auch von J,.

Die Gruppe J erfullt mit G das Hasseprinzip. Wir kdnnen daher das folgende Lemma auf J anwenden, um

T zu bekommen. Obwohl das Lemma wohlbekannt sein muR, haben wir keinen Hinweis auf die Literatur.
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Lemma 5.7. Es gelte das Hasseprinzip fiir G und es sei vy : G — Gy ein iiber Q definierter Isomorphismus
derart, dafs wl_lo(wl) inner ist. Dann ezistieren Cartanuntergruppen T und Ty von G und G1, beide tiber Q

definiert, und ein g € G1(Q), so daf$ adg o1 die Gruppe T auf Ty abbildet und als Isomorphismus zwischen
T und Ty tber Q definiert ist.

Die Gruppe G ist eine innere Form von G*, und das Lemma besagt die Existenz einer Cartanuntergruppe
T*, die in G und in G; vorkommt. Es ist eine Folge von Lemma 5.6 und den folgenden drei Lemmata, die wir

auf G und GG; anwenden.

Lemma 5.8. ([Sh], Corollary 2.9). Wenn T* fundamental in G* uber R ist, dann kommt es lokal im Un-

endlichen in G vor.

Lemma 5.9. Fs seien v eine endliche Stelle von Q und T eine Cartanuntergruppe von G* dber Q, mit T4

isotrop. Dann kommt T in G vor.

Es sei N der Kern von G}, — G7,. Das Lemma ist eine wohlbekannte Folge der Existenz einer Bijektion:

H'Y(Q,,G%,) — H?*(Q,, N) (siehe [Kn], Satz 2) und der exakten Sequenz
HY(Q,, Tyq) — H*(Q,, N) — H*(Q,, Tz;) = 0.
Far die Existenz derartiger 7™ verweisen wir auf [Kn], S.271.

Lemma 5.10. FEs sei S eine endliche Menge von Primstellen von Q, und es sei fiir jedes v € S eine
Cartanunergruppe T)Y von G* 1tber Q, gegeben. Dann existiert eine tber Q definierte Cartanuntergruppe

T* von G*, die fir jedes v € S dber Q, zu der Gruppe T konjugiert ist.

Es folgt leicht aus der Bruhat-Zerlegung, daf3 die Varietat G, rational ist. Folglich gilt fir G, der schwache
Approximationssatz, woraus wir das Lemma sofort schlieBen, indem wir ein Produkt [] ¢, von regularen Ele-
v

menten aus 7,(Q,,) approximieren.

Der Torus T, fur den (5.k) gilt, ist auch eine Uber Q definierte Cartanuntergruppe von G. Aus Lemma 5.1
und Annahme (5.a) folgt, daR T,q Uber R anisotrop ist. Wir konnen daher h so wahlen, dal} es sich durch T’
faktorisieren laft:

h(z,w) = zFrwkn,

Lemma 5.11. Es gibt ein p in der Bahn von pp, unter der Weylgruppe, so daff auf dem Kern ¢ und ¢,
gleich sind, und so dafl

d)(qcf) = bawT,M(QG)a
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wobei {by} ein 1-Kozyklus mit Werten aus T ist.

Wir heben hervor, daB )t , moglicherweise nicht zuléssig ist, denn p ist vielleicht kein pj. Die Ein-
schrankung von ¢ auf Q(L, m) bildet Q(L, m) in T ab und ist Gber Q definiert. Wir kdnnen annehmen, indem
wir Q(L, m) durch Q(L,n) ersetzen, daB n = m. Es sei v, = ¢(12) ein Kogewicht von T'. Es genligt zu zeigen,

daB es ein y in der Bahn von py, gibt, so daf3

(5.1 NIan/qu = —Vp,

denn

I b= II oGl

s€Cal(L,/Q,) s€Cal(L,/Q,)

= | H omlp

o€Gal(L,/Q,)

— q<V27X7r>\>.
Folglich ist nach der Definition ¢ 1, auf Q(L, m) durch §,,, — ~,,, definiert.

Die Existenz von p werden wir aus der Tatsache schlie3en, daf X, nicht leer ist. Den Homomorphismus

§p = ¢ o ¢, mlssen wir durch &, = adu o &, ersetzen, um F zu definieren. Wir konnen annehmen, dal u € 7.

Es sei L eine endliche unverzweigte Erweiterung von Q,, so dai3 5;) auf in definiert ist, und es sei
f;:)(da) = Yo X g,

wobei ¢ das Frobeniuselement aus Gal(L/Qp) ist. Dem Homomorphismus 51’, haben wir eine parabolische
Untergruppe P und einen Levifaktor J zugeordnet. Es sei M der Zentralisator eines maximalen zerfallenden
Untertorus von T'. Die Gruppe M ist ein Levifaktor einer in P enthaltenen, Uber Q,, definierten parabolischen

Untergruppe @ von G. Die Gruppe M ist quasi-zerfallend.

Wir haben schon gesehen, dal wir das Gebaude B(M, £) in B(G, ¢) einbetten kdnnen, und zwar so, daf3 der
K, definierende Punkt z° in B(MM, £) enthalten ist. Wir kénnen sogar annehmen, daB z° in dem Apartment zu
einer tber Q,, definierten und Uber ¢ zerfallenden Cartanuntergruppe T’ von M enthalten ist. Ein Punkt z € X,
kann als z = ha® geschrieben werden mit i = nm aus Q(€). Der Punkt m liegt in M (€) und n im unipotenten

Radikal von Q. Dann ist
(5.m) inv (z, Fz) = inv (hxo, ggo(h)xo) =inv (xo, h’lgga(h)xo),
denn o(2°) = 2°.

Es sei {¢/} die Bahn in X, (T"), die 1’ entspricht. Es sei ¢, durch

X(t) =) x e X*(T),
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definiert, und es sei f,, die charakteristische Funktion der Doppelklasse Kt, K¢, wobei K den Stabilisator von
20 in G(&) bedeutet. Aus (5.m) folgt

fuw(m™goo(m)n’) =1
mit

/

n' =o(m)~lg;!

n~'goo(n)o(m)

im unipotenten Radikal von Q.

Es gibtein p” € X, (T"), so daR
mflggo(m) S (Ko N M)tuw (K() n M)

Aus Lemmata 2.3.3 und 2.3.9 von [K3] folgt leicht, daR " in der Bahn von ’ liegt, denn .’ ist ein “winziges

Gewicht”.

Wenn ) der in Lemma 3.3 von [K3] eingefiihrte Homomorphismus M (£) — X*(Z(M)") ist, istA(m ™' g,0(m))
daher die Einschrankung von z” auf Z(M)T.

Die Definition von [K3] ist eigentlich nur far endliche Erweiterungen von Q,, eingenfihrt. Sie kann aber

offensichtlich auf M (¢) erweitert werden.

Die Gleichung (5.1) gilt dann und nur dann, wenn

(5.n) [LI) : Qp]<:u7X> = _<V;Da X>
far jedes Uber Q,, definierte Gewicht y von T". So ein Gewicht kann als Gewicht von M aufgefa3t werden, und,

wenn p ein Gewicht von T ist, das zu p” in M konjugiert ist, gilt

(s x) = (1" x)-

Es ist ferner x in der Bahn von py, bezuglich der Weylgruppe von G.
Nach der Definition von A gilt

|X(mflggo(m))| = p*<“”’x>.

Weil x Gber Q,, definiert ist, ist
_ l _ _
X(m 1900'(771)) = X(m 1900(90) o 'Ul 1(g0)0'l(m)),

I=IL,: Qp], und
p !N = |\ (mT ge0(go) - 0 T (go)at ()]
Nach der Definition ist

900(g0) -0 gs) = & (07 ") =p7"7,
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und

x(p~*7)| = prX),
Da

x(m)] = [x(o'(m))],
haben wir (5.n) bewiesen.

Der Satz 5.3 ist noch nicht bewiesen. Als nachste Annaherung beweisen wir folgendes Lemma.

Lemma 5.12. Es gibt ein iber Q definiertes T' mit T, anisotrop iber R und ein ', das durch T" faktorisiert,

so daf$ ¢ einem ¢’ derart dquivalent ist, daf§ ¢’ = 1/)T7H;/ auf dem Kern von G und

¢/(QU) = bawT’,uh/ (QU)v

wobei {b,} ein 1-Kozyklus mit Werten aus T' ist.

Es sei u = w - up, Mitw in der Weylgruppe. Dann definiert1 — 1, — (—1)“#~* einen 1-Kozyklus o von
Gal(L/Q.,) mit Werten aus Ty.(C), wobei angenommen wird, dak L., = C. Es gibt ein w im Normalisator

von Ty, in G4 (C), daB w reprasentiert, und fiir das gilt

aX =wo(w™), o€ Gal(Ly/Q.),

(siehe [Sh], Prop. 4.2).

Dem Lemma 7.16 von [L3] zufolge gibt es einen globalen Kozyklus a mit Werten aus 7., der im Unendlichen
zu «®° aquivalent ist. Wir kénnen sogar annehmen, indem wir a®° und w zweckmaRig abandern, dall a>° die
Einschrankung von « auf Gal(L.,/Q..) ist. Das Bild von a® in H!(Q,, Gs) ist trivial. Aus dem Hasseprinzip

folgern wir, daB « die triviale Klasse in H!(Q, Gy.) definiert. Es sei

ar =uto(u), u€ Ge(Q).

Der Torus T’ = «wTu~! und der Homomorphismus ¢t — ¢/ = utu~! sind beide tiber Q definiert. Wir ersetzen ¢
durch ¢/ = ad u o ¢ und folglich ~,, durch v/, = uvy,u~!. Es sei i/ das p entsprechende Kogewicht von T". Der

Homomorphismus ¢+, ist definiert und ¢z, ,» = ¢’ auf dem Kern. Es gilt ferner
(bl(ga) = b:ﬂﬂw,w(%), b;. S T/.

Es kommt also darauf an, zu zeigen, daR i/ = uy/, wobei i’ noch zu definieren ist.
Es gilt
uto(u) = wo(w™), o € Gal(Loo/Qy)-
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Folglich ist uw € Gs.(R). Es sei b’ = ad uw o h. Dann ist
prnr = adwop = p'.

Bis jetzt haben wir die Voraussetzung G4er = G nicht gebraucht. Alle Lemmata gelten also ohne sie. Im letzten

Schritt wird sie gebraucht. Dem vorigen Lemma zufolge ersetzen wir ¢, T, u durch ¢’ T' 1/ = pp.

Der Kozyklus {0/} nimmt Werte in T und deshalb in G. Da ¢ zulassig ist, stellt das Bild von {b,} in Gap,

die triviale Klasse dar. Wir kdnnen daher annehmen, daR b, € Ts.(Q).

Das nachste Lemma ist eine Bemerkung aus [Del].

Lemma 5.13. FEs sei Gsc = Gyer, und Gy erfille das Hasseprinzip. Dann gilt das Hasseprinzip fir das Bild
von H'(Q, Gse) in H'(Q,G).

Wir haben ein Diagramm mit exakten Folgen

HO(QaGab) — Hl(Qszc) — Hl(QaG)

l l l

H°R,G.) —— H'(R,Gs) —— HYR,G).

Dartiber hinaus ist das Bild von H°(Q, G.1,) in H°(R, G,1,) dicht, und ein 1-Kozykel mit Werten aus einer kleinen

Umgebung des Einselements in G.(C) ein Rand. Somit folgt das Lemma.

Lemma 5.14. Es sei G’ eine zusammenhdngende reduktive Gruppe iber R mit G, (R) kompakt, und es sei

T’ eine Cartanuntergruppe von G'. Dann ist H*(R,T') — H'(R,G") injektiv

Es sei {¢, } ein Kozykel mit Werten aus 7", der in G’ ein Rand ist

Dannist g7"g~ " auch eine Cartanuntergruppe tiber R. Da alle Cartanuntergruppen tiber R unter G(R) konjugiert
sind, konnen wir annehmen, daR T’ = ¢gT'g~'. Dann definiert g ein Element aus der Weylgruppe, das auch
mittels eines Elementes aus G(R) definiert werden kann. Folglich ist {¢, } ein Rand in T'(C).
Der Satz 5.3 ist noch nicht bewiesen, aber wir sind so weit, da ¢ als ein Produkt des Kozyklus {b,} und
T, geschrieben ist. Insbesondere
¢(do) = go X 0,
Vru(¢o) = ho X o,
9o = hobo,

mit h,, b, aus T'.
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Der Voraussetzung (5.b) zufolge gilt fir o € Gal(Ls/Q.,)

go ¥ 0 =u(hy ¥ o)u!

mitu € G(L ). Folglich ist die Einschrankung von {b, } auf Gal(L,/Q.,) in der getwisteten Gruppe G’ trivial

und daher schon in T trivial. Aus Lemma 5.13 schlieen wir, daR es ein v € G(L) gibt, so daf
b =vo(v™h), o€ Gal(L/Q).

Dann ist
(5.0) v ge ¥ 0)v = v (hoby ¥ o) = v hev X 0.
Aber der Isomorphismus t — v~ 'tv ist ein Uber Q definierter Isomorphismus zwischen den zwei Uber Q

definierten Tori T und T’/ = v—'Tw, und wenn ./ das Bild von y ist, folgt aus (5.0)
advlog= Y

Somit ist Satz 5.3 bewiesen.

Noch nicht veroffentliche Ergebnisse von Kottwitz zeigen, wenigstens im Fall einer anisotropen Gruppe G,
wie man die lokale Zetafunktion anhand einer guten Aufzahlung der Punkte auf der reduzierten Varietat mittels
teils bewiesener, teils unbewiesener Satze aus der harmonischen Analyse berechnen kann. Die erwlnschete
Aufzahlung, die in Satz 5.21 und Satz 5.25 steht, ergibt sich aus der oben vermuteten Beschreibung, aber nicht
ohne weitere Muhe, und der Zweck des ubrigen Teils dieses Abschnitts ist es, die dazu notigen Betrachtungen
darzulegen. Wir beginnen mit der Definition einer von Kottwitz eingefuhrten Invarianten, die wir brauchen

werden, und die wir die Kottwitz’sche (oder ktrzer (K—)) Invariante nennen werden.

Die Shimuravarietat entspricht einer Gruppe G und einer Klasse X,. Es wird immer noch vorausgesetzt,
daB Gge, einfach-zusammenhangend ist. Es ist der Zweck von [K3] und anderen Arbeiten, die alternierende
Summe der Spuren auf zweckmaliigen Kohomologiegruppen eines Produkts einer Potenz des Frobenius an
der Stelle p von E mit einem Hecke-Operator zu bestimmen. Die Betrachtungen von [K3] wollen wir nicht
wiederholen und weitere Betrachtungen von Kottwitz wollen wir nicht vorwegnehmen. Wir bemerken nur, der
Verstandlichkeit halber, daR wenn es sich um die m'® Potenz des Frobenius handelt, dann ist die nattrliche Zahl
n, die wir jetzt festlegen, gleich mr,r = [E,, : Qp]. Essei L, C Qp die unverzweigte Erweiterung von Q,, vom

Grad n.

Es seien gegeben ein halb-einfaches Element e aus G(Q), einy = (’Y(l))z;sp' v(1) € G(Q,),undeind € G(Ly,).
Die K-Invariante wird dem Tripel (v, §; ¢) zugeordnet. Es sei G(¢) der Zentralisator von ¢ in G. Er ist zusam-
menhangend, weil G 4., einfachzusammenhangend ist. Kottwitz bezeichnet die Zusammenhangskomponenten
der L-Gruppen von G und G(e) mit G und G(¢) und ihre Zentren mit Z(G) und Z(G(¢)). Die globale Galois-

gruppe Gal(Q/Q) bezeichnet er mit T und die lokale Galoisgruppe an der Stelle v mit I'(v). Wir Gbernehmen
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diese Bezeichnungen und verkiirzen Z(G) bzw. Z(G(e)) zu Z bzw. Z(¢). Kottwitz betrachtet auch die Gruppe
(Z(e)/Z)F der I'-invarianten Elemente im Quotienten Z(¢)/Z sowie die Gruppe o ((Z(¢)/Z)") ihrer Zusam-
menhangskomponenten und deren duale Gruppe X. Wir bemerken, daR Z(¢)/Z = Z(H) und G(¢)/Z = H,
wobei H = G(g) N Gaer. FUr jede Stelle v sei Y, die Gruppe derjenigen Charaktere von 7o ((Z(¢)/Z)T ), die
trivial auf mo (Z(e)" ™)) sind und X, ihr Bild in X. Die dem Tripel zugeordnete Invariante (v, §;¢) = (v, §)
wird in der Gruppe X/ [[ X, liegen. Das ist die Gruppe &(Io/F)®, die in der Formel (6.5.1) von [K5] vorkommit.

Um «(v,9) zu defir:ieren, mussen wir (v, d; €) einige Bedingungen auferlegen. Zunéchst fordern wir:

(i) e istin G(R) elliptisch.

(ii) Fir jedes I # p sind ~(1) und ¢ stabil konjugiert. Da G4, einfach-zusammenhéngend ist, bedeutet das,
daR £ und (1) in G(Q;,) konjugiert sind. Fiir fast jedes I sollen £ und () in G(Q,) konjugiert sein.

(iii) Wenn ¢ das Frobeniuselement aus Gal(Q,"/Q, ) bezeichnet und

NL,,,/QP(S =d0(6)--- 0”71(5),

sosoll Nz, /q din G(Q,) zu dem Element ¢ konjugiert sein.

Jedes h € X, kann geschrieben werden als
h(z,w) = 2Frwkt = Hwk.

Es sei M die i enthaltende Konjugationsklasse von Homomorphismen von G,,, nach G. Sie hangt nur von

X ab und nicht von h, und definiert auch MQ sowie MQ, , denn wir haben Q in C und Qp eigenbettet.

Alle Elemente aus MQ (oder M¢) definieren ein und denselben Homomorphismus p5 in
Hom(Gyy,, Gab) = X*(Z).

Anderersites definiert ¢ offensichtlich ein Element der in [K4] eingefiihrten Menge B(G.1,) und folglich nach
dem dort bewiesenen Satz ein Element aus X*(ZF(Z’)), wobei hervorzuheben ist, dal} Z = G‘ab. An § stellen wir

folgende Bedingung.
(*(6)) Dasvon ¢ definierte Element aus X *(Z"()) ist die Einschrankung von 5.

Die zweite Bedingung ist eine Forderung an ¢. Es sei M = M (¢) der Zentralisator in G des maximalen
uber Q, zerfallenen Torus im Zentrum von G(e). Wenn p : G, — M, dann Iagt sich x durch wenigstens
eine Cartanuntergruppe 7 faktorisieren und definiert daher ein Element aus X, (7'), dessen Konjugationsklasse
wohlbestimmtist. FUr eine beliebige Cartanuntergruppe Tvon M definiert p also eine Bahn unter der Weylgruppe
von M in X*(T) und schlieRlich ein wohlbestimmtes Element ji; € X*(Z(M)), das weder von T noch von T
abhéangt. Da G Uber einer unverzweigten Erweiterung von Q,, zerféllt, so auch M, und der in [K3], §3 definierte

Homomorphismus A = Ay : M(Q,) — X*(Z(]\Z/))F(p) steht zur Verfigung.
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Die zweite Bedingung lautet:

(*(e)) Es existiert ein yu : G,, — M, das tiber L,, definiert ist, das mittels der Einbettung A/ S G ein

Element aus MQ definiert, und so dal3 die Gleichung

Ae) = Nmy, /q, m1

gilt.
Die Invariante x(, d; €) wird als ein Charakter auf dem Urbild U von (Z(a)/Z)F in Z(e) definiert und zwar

als ein Produkt

6.p) k(7,0;€) = [T 8(v).
Dabei ist 3(v) die Einschrankung auf U eines Charakters 3 (v) des Urbilds U, von (Z()/Z)""). Fast alle 5'(v)
sind trivial, und das Produkt ist auf Z trivial.

Fur v = [ # psind € und ~; stabil konjugiert. Folglich gibt es ein c € G(Q,), so daR
Y =cec?,

und {b,} = {c"'o(c)} ist ein 1-Kozykel von I'(v) mit Werten aus G(g). Nach [K2], Prop. 6.4, definiert er ein
Elementaus 7y ((Z(E)F(”))D. Dadas Bild des Kozykels in Gaq trivial ist, ist dieses Element trivial auf wo(ég”)) =
mo(Z"™)), und definiert daher einen Charakter von 7o (Z()")) /mo(Z7(")), den wir auf wo((Z(a)/Z)F(”))
erweitern konnen, wenn wir bemerken, dal die Zusammenhangskomponente von (Z(e)/Z)F(v) das Bild der
Zusammenhangskomponente von Z(¢)" () ist. Indem wir den so erhaltenen Charakter von U, hochheben,

bekommen wir 3’(v). Es ist auf Z trivial.
An der Stelle p gilt
Nan/Qp(S = cec™,
wobei ¢ ein Element aus G mit Koeffizienten in Qp ist. Nach dem Satz von Steinberg kdnnen wir annehmen, daf

c e G(Q"). Esgilt

§teec 6 = a(8) - 0"(8) = o(cec™) = o(c)ea(c™).

Folglich ist b = ¢~ !0 (c) mit e vertauschbar und definiert (mit der Bezeichnung von [K4]) ein Element aus

B(G(g)), das nur von e und § abhangt.
Lemma 5.15. b ist wesentlich (basic) im Sinne von [K4].

Es sei n/ durch n teilbar, n’ = kn. Dann ist

bo(b)-- o™ 1 (b) = ec o™ (c),
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so daR erstens ¢~ o™ (c) € G(e), und zweitens
bo(b) - o™ "1 (b) = eFe o™ (c).

Nach den Definitionen ([K4], §4) muR gezeigt werden, daR fir n’ geniigend hoch es einen Homomorphismus v/

von G, nach dem Zentrum von G(¢) gibt, so dai3
ehe16™ (¢) = v/ (p)d o™ (d),
mitd € G(¢¢). Es sei T' eine Cartanuntergruppe von G(e) Uber Q,,. Es sei
MeE =p™™, Xe X¥(T).

Wenn k gentigend hoch ist, ist /(\) € Z fiir jedes A € X*(T") und folglich v/ € X, (T'). Es st klar, daf} v/ unter
der Galoisgruppe invariant ist. Es ist daher v/ : © — 2V ein tiber Q, definierter Homomorphismus von G,,, nach
dem Zentrum von G(e). Fir n’ hoch ist ¢1¢™ (¢) in einer vorgegebenen Umgebung von 1 enthalten. Da die
Eigenwerte von v/(p)~e* Einheiten sind, kénnen wir & durch ein hohes Vielfaches ak ersetzen, und v/ durch
av', und annehmen, dal

e o™ (¢) =V (p) - e,

wobei e in einer vorgegebenen Umgebung V von 1 in G(t, ) liegt. Aber wie bei dem Beweis von [K3], Lemma
1.4.9, implizit bemerkt wird, gibt es ein V, so daf fiir jede natiirliche Zahl n’ gilt V' C {zo™ (z) |z € G(,€)}.
Es sei a(p) das im Sinne von [K4] b entsprechende Element aus X*(Z(e)I®). Wegen %(§) muR die
Einschrankung von a(p) auf Z'(®) der Einschrankung von p gleich sein. Folglich gibt es einen Charakter ' (p)
von U, der auf Z(£)"'(®) gleich a(p) ist, und auf Z gleich po. Es ist ferner 3’ (p) eindeutig bestimmt bis auf einen

Charakter von 7 ((Z()/Z)"®)), der trivial ist auf o (Z(g)"®)).

Um §'(o0) zu definieren, wahlen wir ein h € X, das sich durch G(e) faktorisiert, was moglich ist, weil &

elliptisch ist. Es sei h(z,w) = zHw*.

Lemma 5.16. (a) Die Einschrinkung a(oo) von - pu auf Z () (%) hingt nicht von der Wahl von h ab.

(b) Auf Z"(>) ist a(o0) gleich —puz.

Das Lemma, dessen zweite Aussage sowieso klar ist, erlaubt uns 3’ (co) zu definieren, genau wie wir 5'(p)
definiert haben, nur daf’ es auf Z gleich —u2 sein soll. Die erste Aussage ist folgenderweise aufzufassen. Wenn
T eine Cartanuntergruppe von G(¢) ist, dann definiert 1 eine Bahn unter der Weylgruppe Q (7', G(¢)) in X*(T).
Alle Elemente aus der Bahn haben dieselbe Einschrénkung auf Z(<) und folglich auf Z(g)'(>°). Es handelt sich

um diese Einschrankung.

Es seien hy, ho zwei Elemente aus X, die sich durch G(g) faktorisieren. Wir wollen beweisen, dafR

die entsprechenden 1, uo dieselbe Einschrankung auf Z(s)r(‘x’) haben. Das ist allerdings klar, wenn h, ho
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unter G(e.R) konjugiert sind. Wir kdnnen deshalb annehmen, daB sie auch durch eine gemeinsame elliptische
Cartanuntergruppe T C G(¢) faktorisieren. Es sei hy = h{ = adg~' o hy,g € G(R). Dannist K5 = K{, wenn
K; der Zentralisator von h; in G(R) ist. Folglich sind T"und T Cartanuntergruppen von K. Wir kdnnen daher
g durch gk ersetzen, k € K», und annehmen, dal 7" = T'9. Das Element g stellt ein Element der Weylgruppe dar,

dem wir in der Gblichen Weise ([Sh]) eine Klasse in H!(R, T) zuordnen. Sie ist durch
L — (_1)971111—11& — (_1),112—”1

definiert ([MS2], Prop. 4.2). Andererseits ist sie trivial. Folglich definiert uo — 1 die triviale Klasse in
H'(R, X.(T)), woraus sofort folgt, daB > — 1 trivial auf 77(>) ist. Um so mehr ist es auf Z(¢)7(>) triv-

ial, denn Z (<) € T und die Wirkungen von I'(co) auf den beiden Gruppen sind vertraglich.

Es bleibt zu zeigen, daB das Produkt [] 3(v) auf der Einskomponente [(Z(g)/z)F]° trivial ist, d.h. daR
B(00) - B(p) auf [Z(e)']° trivial ist. Wir betrachten das Bild von a(p) unter der Verkettung von Abbildungen

X*(2(e)"P) - X*(2(M)'?P) - X*(Z2(M)'P) ® Q,

Xz @) e Q=Xx*(2())""” 2 Q- X*(2() @ Q.

Das Bild von a(p) in X*(Z(M)"®)  Q ist gleich

1 1
A (Nmy g )l zmre = — A ()l zgmra-

Andererseits ist das Bild von p € X*(Z(g)'>?)) in X* (Z(s))F ® Q gleich dem Bild von u; € X*(Z(M)), also
gleich %Nan/qul. Die Behauptung folgt daher aus der Bedingung (  (¢)).
Die Invariante (v, 0) ist jetzt mittels des Produkts (5.p) definiert. Esseien e und e’ aus G(Q) stabil konjugiert.

Die Bedingungen (i), (ii), (iii) gelten auch fir (v, 6, ¢’) sowie die Bedingung *(9).

Lemma 5.17. Es erfille ¢ € G(Q,) die Bedingung *(g) und es sei e’ € G(Q,,) stabil konjugiert zu e. Dann
erfullt €' die Bedingung x(g').

Esseie’ =¢%,g € G(Q,). Dannist M’ = M9, und die daraus abgeleitete Abbildung M, — M, ist Uber
Q, definiert. Die Gleichung erlaubt es uns auch Z(M) mit Z(M') zu identifizieren. Dann entsprechen x und ad
g~ ' o puderselben Bahn in X*(7T'), so daB u; = py. Da yu Gber L, definiert ist, ist die Konjugationsklasse von ab
g~ o u tiber L,, definiert. Es folgt aus [K3], Lemma 1.1.3, daRB es ein i’ : G,,, — M’ gibt, das Uber L,, definiert
ist, und das in M’(Qp) zu dem Homomorphismus ad ¢! o i konjugiert ist, denn G, und folglich auch M, ist
uber Q,, quasi-zerfallend. Wenn wir zeigen, da8 Mg, und M/ einfach-zusammenhangend sind, dann folgt es

sofort aus der Definition, da A/ () = A (€'). Somit wére das Lemma bewiesen.

Wir betrachten M allein und zeigen zu einem spateren Zweck mehr als jetz eigentlich notig. M ist ein

Levi-Faktor einer tber Q,, definierten quasi-zerfallenden Gruppe G mit Gge, einfach-zusammenhangend. Da
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Maer € M N Gger, Nnehmen wir augenblicklich an, daB G = Gge;. Es sei T S M eine Uber Q, definierte
Cartanuntergruppe von G, die in einer Uber Q,, definierten Boreluntergruppe B liegt. Die bezlglich B einfachen
Wurzeln o, - - -, a5 von T' in G kdnnen wir in zwei Mengen einteilen, die Wurzel a;, . .., ;- von T in M und die
anderen 41, . .., as. Als Basis fur X*(T') wahlen wir Ay, ..., As mit A\;(&;) = J;;, wobei &; die Kowurzel zu
o ist. Da Kowurzeln bezuglich G' auch Kowurzeln beziglich M sind, ist M., einfach-zusammenhangend. Es
ist ferner M das halb-directe Produkt von Mg, und dem Kern R € T von {Ay,..., A\, }. Die Gruppe R ist Uber
Q,, definiert, und {\,y1,..., A} ist eine Basis flir X*(R). Weil \,;1,..., s von der Galoisgruppe permutiert
werden, ist H'(Q,,, R) = {1} und H'(Q,, M) = {1}. Im allgemeinen Fall gilt nur H'(Q,,, M N Gaer) = {1}.

Lemma 5.18. k(v,0;¢’) = k(7, d;¢).

Um diesem Lemmaeinen Sinn zu geben, mussen wir die Gruppen, in denen die Invarianten liegen, miteinan-

der identifizieren. Es sei ¢’ = g 'eg, g € Gaer(Q). Dannistu — u' = g~!

ug ein Isomorphismus von G(e) nach
G(e'), der es uns erlaubt, G(&’) als eine innere Twistung von G(g) zu behandeln, weil fur jedes o € Gal(Q/Q)
das Element a, = go(g~") in G(e) liegt. Wir kdnnen daher G/(¢') mit G(e) identifizieren sowie Z(&') mit Z(e),
und dann X'/ [ X/ mit X/ [ X,. Wir identifizieren G(¢’) mit G(¢) mittels der Abbildung v — u’. Das ergibt

eine neue Wirkung der Galoisgruppe auf G(¢), die durch die Gleichungen

g o' (u)g = o(g "ug)

-1
o

definiert wird. Es ist folglich o/ (u) = a,0(u)a

Um Lemma 5.18 zu beweisen, brauchen wir zwei zusatzliche Lemmata, die wir nicht nur fir G(¢), sondern
flir eine beliebige (reduktive) Gruppe G beweisen. Es sei {a, } ein Kozykel von Gal(Q/Q) mit Werten aus G, und
G’ die entsprechende innere Twistung. Man prift leicht nach, daR die Abbildung {v,} — {v. = v,a '} eine

Bijektion ¢ : HY(Q,G) — H'(Q, G’) definiert sowie lokale Bijektionen
£(v) 1 H(Q,,G) — H'(Q,, G").

Wie oben kénnenwir Z’ = Z(G) mit Z identifizieren und folglich auch o (2" )2 mit o (Z7))P. Der Kozykel
{a, } definierteine Klasse o« € H'(Q, G) mitLokalisierungen a(v). Es seien §(v) das a(v) entsprechende Element
aus 7o (2" ()P (siehe [K2], §6.4, fur eine endliche Stelle und [K5], §1.2 fiir den allgemeinen Fall) und 7(v) der

durch Multiplikation mit §(v) ! entstandene Isomorphismus

7T0(ZF(U))D _ 7_[_O(Zl“('u))D _ WQ(Z/F(U))D-

Lemma 5.19. Das Diagramm
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Q.6 . m(q,)

,n_o(ZF(v))D N WO(Z/F(U))D
n(v)
ist kommutativ.

Wir brauchen eine zentrale Erweiterung
17 —-H-—-G—1

mit H 4., einfach-zusammenhangend, fur die H1(Q,, H) — H'(Q,, G) surjektivist. Fur eine nicht-archimedische
Stelle ist eine Erweiterung dieser Art in [K2], §6.4 konstruiert. FUr eine archimedische Stelle hat eine beliebige
z-Erweiterung (siehe [K1], §1), fur die Z eine von C induzierter Torus ist, die erwiinschte Eigenschaft. Es genugt,
das Lemma flir H statt G zu beweisen. Dann konnen wir nach den Definitionen H durch H,y, ersetzen, und fir
H,y, ist die Behauptung klar.

Das zweite Lemma betrifftein a € G(&) derart, daf fur ein gentigend hohes n, das Produktac(a) - - - 0™~ *(a)

zentral in G ist. Dabei ist o das Frobeniuselement. Dann definiert a eine Twistung G’ von G, fiir die

G'(Q,) ={g € G(t)lac(g)a™" = g}.

Es definiert b — b’ = ba~" eine Bijektion £, zwischen B(G) und B(G").
Es gilt
o' () J’nfl(b') =bo(b)---o" (D)o a) - o(a) e
Es folgt dann leicht aus [K4], Prop. 4.3.3, daR &, auch eine Bijektion zwischen B(G); und B(G’), ist. Das a
zugeordnete Element §(p) liegtin X *(Z"(®)). Durch Multiplikation mit§(p) —! erhalten wir einen Isomorphismus
n(p),
X*(Zr(p)) _ X*(zf(p)) _ X*(Z’F(p)).

Lemma 5.20. Das Diagramm £(p)
B(G)y  —  B(G

! !

n(p)
ist kommutativ.

Das Lemma wird genau wie das vorherige bewiesen. Man wahlt wie in [K2], §6.4 eine zentrale Erweiterung
1272 —->H-—-G—1

mit Hyer = Hg. und verwendet die Definition von [K4].
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Um Lemma 5.17 zu beweisen, wenden wir die zwei Lemmata auf G(¢) N G4er an. Nach Prop. 2.6 von
[K5] wére das Lemma bewiesen, wenn wir zeigen konnten, daR, wenn wir ¢ durch &’ ersetzen, dann 3’ (v) durch
§~1(v)p (v) ersetzt werden kann. Dabei ist erstens zu bemerken, daB wir g € Gae:(Q) gewdahlt hatten, damit der

Kozykel {a,} in G(¢) N Gger liegt, und zweitens zu erinnern, dal Z(¢)/Z = Z(H ), wobei H = G(¢) N Ger-

Wennv =1[ # p, ist

und

Folglich wird die Klasse «(v) von {b,} durch &(v)(a(v)) ersetzt. Wir kénnen daher 3'(v) durch 6~ (v)3' (v)

ersetzen.

An der Stelle p gilt

Nmg, /q 6 = cge'g et

Leider liegt g vielleicht nicht in G (Q,"). Es laBt sich aber als Produkt schreiben, g = kg mit g1 €

Gder(Q;n)a ke Gder(Qp) N G(&)

Folglich gilt

g0(9) " = kgio(g1) to(k)7!,

so daf g und g; dieselbe Klasse in H'(Q,,, G(¢) N Guer) liefern. Die durch g definierte Identifizierung von G(e)
und Cl(e) ist auch die durch g, definierte. Wir konnen daher g durch g; ersetzen, wenn wir zeigen wollen, dal3
B’ (v) durch 6~ 1(v) 3’ (v) zu ersetzen ist.

Es gilt

Nmg, /q 0 = cgie’gy et

Wir ersetzen also b durch

v =gy (bo(g1)g; o,

so daR die erwiinschte Ersetzung aus Lemma 5.19 und der Vertréglichkeit der zwei Bijektionen B(G), —
X*(Z"®)und HY(Q,, G) — mo(Z" )P folgt ([K4]).

Unendlichen ist die Behauptung, daR /3’ (oo) durch 6 —!(c0) 3 (o0) ersetzt werden kann, lokal und transitiv.
Sie gilt, wenn £ und ¢’ innerhalb G4, (R) konjugiert sind. Folglich kénnen wir annehmen, daR es eine tiber R
definierte Cartanuntergruppe 7' von G(¢) gibt, so da 79 = T'. Wir kdnnen weiter annehmen, dal h : S — T
Wenn wir mittels g die zwei Gruppen Z (<) und Z(e') identifizieren, dann ist o’ (co) die Einschrankung von —gu
auf Z(£)'(*), d.h. das Produkt von a(co) mit dem Inversen der Einschréankung von gy — . Nach [K5], Th. 1.2,

und [MS], Prop. 4.2, ist diese Einschrankung gerade (c0).
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Wir kehren jetzt zu unserer vermuteten Beschreibung der Punkte auf einer reduzierten
Shimuravarietat zurtck. Es sollen die Voraussetzungen von Satz 5.3 gelten. Es sei m eine vorgegebene naturliche

Zahl. Wir betrachten Paare (¢, ) mit folgenden Eigenschaften:
(i) ¢ : Q — G ist zulissig.
(i) e € 1.

(iii) Es gibt v = (y(1)) € G(A%),y € XP,und z in der G(t)-Bahn des Punkts 29, so daB
ey =yyund ex = ™.

Solche Paare nennen wir zuldssig. Es wird Gbringes nicht verlangt, dal? = in X, liegt. Wenn wir y durch yh
ersetzen, h € G(A’}), dann geht v Gber in h~!~h. Folglich ist die Konjugationsklasse von  durch das Paar (¢, )
eindeuting bestimmt. Da J, eine getwistete Form einer Untergruppe von G ist, ist es sowohl global als auch
lokal sinnvoll zu behaupten, daB ¢ zu einem Element aus G stabil konjugiert ist. Insbesondere ist es zu jedem
~(1) stabil konjugiert. Es folgt ferner aus Lemma 5.23 weiter unten, daf3 € zu einem Element ¢y aus G(Q) stabil
konjugiert ist. Dann ist ¢ zu jedem ~({) stabil konjugiert. Es folgt leicht aus der Definition von X? und dem

Lemma von Greenberg [G], daR ¢, und ~(1) fast Uberall konjugiert sind.

Um X, zu definieren, haben wir £, durch &, ersetzt und F' = {(w) = b x o eingeflhrt, b € G(¢). Wenn
51/7 = adu o &, ist, dann mussen wir e durch &’ = uesu~! ersetzen, um seine Wirkung auf X, und zwecks der
Bedingung ex = ®™x auch auf B(G, £) zu bekommen. Die Bedingung soll deshalb eher e’z = ™z lauten.
Nach Lemma 1.4.9 von [K3] hat die Bedingung (ii) zur Folge, daR es ein ¢ € G(¢) und ein § € G(L,,) gibt, so dal

b= cusu=te! = cugeog_lu_l

cboc™! = §o und Nmy, ,q 6 = ce'c™ ¢!, wenn e = gegg~!. Das Tripel v, d, o
erfullt also die Bedingungen (ii) und (iii) (in denen man e durch ¢, ersetze), die zur Definition der K-Invariante
gebraucht wurden. DaR die Bedingung (i) auch erfillt ist, folgt sofort aus (5.b). Die Bedingung «(d) folgt aus
(5.a), denn b und § definieren die gleiche Klasse in B(G),». Die Bedingung x(¢) ist auch erfillt, wie aus Satz
5.21 folgt. Wir kdnnen also die Invariante x(v, d; o) einfiihren. Wir heben sofort hervor, daB das b, das in der

Definition der Invarianten auftritt, auch das in ' = b x o vorkommende ist.

Satz 5.21 weiter unten beschreibt diejenigen ¢g, fiir die es ein zulédssiges Paar (¢,¢) gibt mit e und &¢
stabil konjugiert. Zwei zuléssige Paare (¢,¢) und (¢',¢’) heiRen dquivalent, falls es ein g € G(Q) gibt mit
¢ =adgo ¢, = adg(e). Satz 5.25 zéhlt die Klassen (¢, ) mit ¢ zu einem gegebenen ¢, stabil konjugiert auf.
Fur die Bedeutung dieser Aufzahlung weisen wir auf [K3] und weitere noch nicht geschriebene Arbeiten von

Kottwitz hin.

Satz 5.21. FEs existiert dann und nur dann ein zuldssiges Paar (¢,€) mit € stabil konjugiert zu eg, wenn g

im Unendlichen elliptisch ist und die Bedingung *(¢) erfillt mit n = rm.
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DalB £y im Unendlichen elliptisch sein muf3, folgt aus den Bedingungen (i) und (ii) an die Zulassigkeit. Um
die Notwendigkeit der zweiten Bedingung zu beweisen, brauchen wir einige Vorbereitung, die sich auch beim

Bewveis von Satz 5.25 als nutzlich erweisen wird.

Die Abbildung ¢ heif3t giinstig gelegen, falls v, = ¢(d,,) fur hohes n in G(Q) liegt. Dem Lemma 5.4 zur Folge
kdnnen wir annehmen, daf ¢ guinstig liegt. Dannist I, = J,(Q), wobei J; eine getwistete Form des Zentralisators
J von 7, ist (n gentigend hoch). Wenn ¢(q,) = b, X p, dann liegt b, in J und {b,} definiert die Twistung. Das
Paar (¢, ¢) heiBt giinstig gelegen, falls ¢ giinstig gelegen istund e € I, € 74(Q) = J(Q) € G(Q) auch in G(Q)
liegt. Dann liegt b, in G(¢), das notwendigerwise zusammenhangend ist, weil Gg., einfach-zusammenhangend

ist.
Lemma 5.22. Jedes Paar (¢,c), e € Iy, ist zu einem glnstig gelegenen Paar (¢',€’) dquivalent.

Es ist nutzlich, ein starkeres Lemma zu beweisen. Es sei T eine Uber Q definierte elliptische Cartanunter-
gruppe und h € X faktorisiere sich durch T'. Es sei ;x = up,. Wir sagen, daB (¢, ) in (T, h) eingeschachtelt ist,
falls ¢ = +r , unde € T(Q).

Lemma 5.23. Fir jedes Paar (¢,¢),e € Iy konnen wir ein dquivalentes Paar (¢',€") finden sowie T" und

K, so dafs (¢',€") in (T, ') eingeschachtelt ist.

Es ist klar, daR Lemma 5.22 aus Lemma 5.23 folgt. Der Beweis von Lemma 5.23 wiederholt zum Teil den von
Satz 5.3. Wir kdnnen annehmen, dal’ ¢ guinstig liegt. Es sei 1 ein Element aus I, dessen Zentralisatoren in Jy,J
oder G Cartanuntergruppen sind, die € enthalten. Diese Zentralisatoren sind dann alle gleich und werden mit
T bezeichnet. Als Untergruppe von J, ist 1" Gber Q definiert, aber vielleicht nicht als Untergruppe von G. Die
Konjugationsklasse von ¢ in G(Q) ist rational, weil J eine innere Twistung von Jg ist. Wir hatten ¢ : G — G*
bis auf inneren Automorphismus fixiert. Nach dem Satz von Steinberg (siehe [K1]) kdnnen wir annehmen, dai
g% = 1(ey) rational ist. Es sei T* = ¢(T") der Zentralisator von 3. Wir verwenden Lemma 5.6, um zu beweisen,

dalR T* in G vorkommt. Wir zeigen, dal3 es lokal vorkommt, und daf 7* im Unendlichen elliptisch ist.

DaB 7™ an der Stelle p in G’ vorkommt, ist ohne weiteres Klar, weil G Uber Q,, quasi-zerfallend ist. An
einer Stelle [ # pist b, = c,d,, 0 € Gal(Q,;/Q;) mit ¢, im Bild von Q und folglich im Zentrum von J und mit
do = uo(u™t),u € G(Q,). Dannist d,o(c1)d,* = €1 und u™'eyu = o(u~'e1u). Folglich ist der Zentralisator T}

von u~equ Uber Q, definiert und ¢ o adu(7;) = T*. Im Unendlichen ist b, = c,d, mit ¢, im Bild von @ und mit
d, X 1 = ués (w(L))ufl,

wobei £, am Anfang des Abschnitts definiert ist. Es ist daher ¢ — u~'gu eine Gber R definierte Einbettung
von J, in die durch & definierte Gruppe G’. Inbesondere liegt u~'e;u in G’(R). Andererseits, wenn £ durch
h € X definiert ist und & sich durch T} faktorisiert, dann liegt 73 (R) in G’(R). Es ist folglich ¢ = v~ teqv mit

g2 € T1(R). Dae] = 9 o adv(e2), kommt T* iber R vor und zwar als 77, das elliptisch ist.
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Es existiert daherein g € G(Q), sodaB adg(y (™)) tiber Q definiert ist, und so daB der Homomorphismus
t* — t =adg(y1(t*)) € adg(T) auch Gber Q definiert ist. Folglich ist adg(e; € G(Q). Dae und v, in T(Q)
liegen, sind adg(e) und adg(vyy,,) in adg(T) enthalten. Wir ersetzen ¢, ¢ und T durch adg(e), adg o ¢ und adg(T).
Dann sind wir da, wo wir beim Beweis das Satzes 5.3 waren, bevor wir Lemma 5.11 bewiesen hatten, nur daf
uns jetzt ein zuséatzliches Datum vorgegeben ist, ndmlich e € T(Q). Wenn wir Lemma 5.11 und 5.12 sowie die
letzte Betrachtung des Beweises von Satz 5.3 anwenden, um ¢ und T schrittweise abzuandern, dann konnen wir

e mitschleppen, um am Ende die erwlnschten ¢’, &', T}, h’ zu bekommen.

Wir kommen jetzt zu der Notwendigkeit der Bedingung (¢). Wir kdnnen annehmen, daf} es 7" und h gibt,
so daB (¢,¢) in (T, h) eingeschachtelt ist. Wir kdnnen ferner annehmen, daB ¢y = . Wir wollen zeigen, daf}
unter diesen Umstédnden M < J. Das gilt auch allgemeiner, wenn (¢, €) giinstig liegt und ¢y = . Die allgemeine

Behauptung folgt sofort aus der speziellen.

Wie beim Beweis des Lemma 5.2 konnen wir annehmen, dal 51’, = ¢_,», wobei p’ ein Kogewicht einer Uber
¢ zerfallenden Cartanuntergruppe 7" von J ist. Dann ist I’ = p“' X o, wie in dem Lemma 5.2 vorangehenden

Beispiel. Es sei v = adv(y), ¢’ = adv(e),v € J(Q,). Es ist
dtm — pin _ p—t’VQ « "

wobei fur ein hinreichend hohes s

vo=—p op' —-- =", tn=ts.

Das Element &’ ist mit ®'™ vertauschbar. Wenn aber ¢ so hoch ist, daR 7’ Gber L;, zerfallt, dann folgt leicht
aus der Bruhat-Zerlegung, daB ¢’ nur dann mit ¢ vertauschbar sein kann, wenn es auch mit ¢ und p—t*2

vertauschbar ist.

Aus der Gleichung e’z = ®™z folgt allgemein
(Nx ="z, t € Z.

Sei t so hoch, daR o'(z) = z. Dann hat k' = pt"’2 -¢’" einen Fixpunkt und seine Eigenwerte sind alle vom

Absolutbetrag 1.

Die Zerlegung

(6/)t _ p—t/ugk/

ist eine Art polarer Zerlegung von (¢')* und ist eindeutig bestimmt. Aus der Eindeutigkeit folgt, daR p~t2 im
Zentrum von G(e) liegt. Da J der Zentralisator von p*t"’2 ist und p*‘f'”2 offensichtlich einen ein-dimensionalen

zerfallenden Torus erzeugt, ist M in J enthalten.
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Aus [K3], §3 folgt leicht, dal

1 1 , ¢
A (e) = g)\M(Et) = EAM(pft ) = —3%

und —2—'1/2 eigenschrankt auf Z(M) € T ist gleich NII’ILH/QP//P Obwohl p’ selbst vielleicht nicht Gber L,
definiert ist, gibt es nach der Definition von E und dem Lemma 1.1.3 von [K3] ein i : G,, — M, das zu p’

konjugiert ist und das Uber L,, definiert ist. Es ist offensichtlich 1 = .

Wir nehmen jetzt an, dal3 ¢y die zwei Bedingungen von Satz 5.21 erfullt, und beweisen die Existenz eines
zulassigen Paares (¢, ) mit ¢ stabil konjugiert zu gy. In G(g¢) kdnnen wir eine Cartanuntergruppe 7' von G(g¢)
Uber Q und ein Kogewicht p von T finden, so daR T elliptisch im Unendlichen und in p ist, und so daB3 x, wenn
schon nicht der von Voraussetzung (b) verlangte Homomorphismus von G,,, nach M ist, doch wenigstens in M
zu ihm konjugiert ist. Es kann sein, dal3 ¢t , nicht zulassig ist. Dann verwenden wir den Beweis von Lemma
5.12,umeinu € G(Q) zu finden, so daR 7" = u Tu~* und t — ' = utu~! beide Gber Q definiert sind, wéhrend
W =aduop = up h € Xo. Notfalls ersetzen wir g durch e, = adu(eg) und T, i durch 77, /, damit ¢p,
zulassig wird. Dann enthélt X? einen Punkt y aus H#p T(Q,), der notwendigerweise mit ¢, vertauschbar ist, so
dal gy = yeo. Folglich erfiillt (¢,¢) = (1., €0) die Bedingungen (i), (ii) und einen Teil von (iii), ndmlich die

Existenz vom Punkt y.

Um den zweiten Teil von (iii) nachzupriifen, kdnnen wir annnehmen, daf £/, das X, und ® definiert, gleich

aduo &, = £, ist, wobeiu € M(Q,), und wobei £+ einer (iber £ zerfallenden elliptischen Cartanuntergruppe

T’ von M und einem zu p konjugierten Kogewicht 1’ entspricht. Es sei ¢/ = adu(e). Dann ist
" =p¥ x o"

mit

Nach Voraussetzung *(e) ist

)\]\,{(8/) = )\M(E) = )\M(py).

Da das von y/ definierte Kogewicht von M., Uber Q,, definiert ist, schlieBen wir, da das Bild von (e")~1p” in
der maximalen kompakten Untergruppe von M., (€) liegt. Folglich gibt es ein ¢ € T7(), sodaB ¢~ (') ~1d™c €
M. (8) x o™

Um die Existenz von x zu beweisen, mussen wir (siehe [K3], Lemma 1.4.9) die Existenz eines u € G(&) zeigen
mitu~1e’~ ®™u = o™, Wir suchen eher, was offensichtlich starker ist, ein d € M, (€), so daf d=le 1 1omed =

o™.
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Dafiir geniigt es zu zeigen, daB ¢~ 1e’ ' dmco—m € M. (€) wesentlich ist, denn die Prop. 5.4 von [K4] besagt,
dal B(Ms.), Uber einer beliebigen endlichen Erweiterung von Qp, insbesondere uber L, trivial ist. Nach der
Bedingung (4.3.3) von [K4] ist ¢~ e’ ' ®meo—m wesentlich, falls fiir ein hinreichend hohes ¢

(5.9) U em)te = eotre !,

Far ein hohes r ist ™" = p”l X o"™ mit

rn—1
V= ol(w),
=0
und £’ ist mit p*’ und o"™ vertauschbar. Es ist ferner »/ zentral, und ()" hat eine polare Zerlegung (¢')" = k.
Es ist daher
(6/71®m)87’ — kS >< O_srn

und

1—1

6_1(5 ¢m)src _ C—lk—sasrn(c) x o5 = (C—lk—sc)(c—lasTn(C)) X g5,

Far s und r hoch sind k£~ und ¢~ 1o°™(c) in einer beliebig vorgegebenen Umgebung von 1 erhalten. Somit ist
die Existenz von einer Losung von (5.q) bewiesen und damit der Satz 5.21.
In dem Satz 5.25 weiter unten tritt eine Invariante i(c() auf, nahmlich die Ordnung des Kerns von
H'(Q,G(z0)) — H'(Q,Ga) x [[ H'(Q,, G(c0)).
v

Wenn ¢, durch ein stabil konjugiertes ¢, ersetzt wird, wird G(g¢) durch G(gj,), eine getwistete Form von G(gy),

ersetzt. Um uns zu vergewissern, daf i(eo) wohldefiniert ist, beweisen wir folgendes einfache Lemma.

Lemma 5.24. FEs seien G eine vorgegebene reduktive Gruppe iiber Q ohne Eg-Faktor, A ein Torus tiber Q
und G — A ein iber Q definierter surjektiver Homomorphismus. Es sei G' eine innere Twistung von G.

Dann sind die Ordnungen der Kerne der beiden Homomorphismen
H'(Q,G)— H'(Q,A) x [[H'Q,.G)
v
und
H'(Q.G') — H'(Q.A) x [[H'(Q,.¢")
gleich.

Wie beim Beweis von Lemma4.3.2 von [K2] kdnnen wir G durch eine z-Erweiterung ersetzen und annehmen,
daB Gge, einfach-zusammenhangend ist. Dem Lemma 4.3.1 derselben Arbeit zur Folge konnen wir dann G durch

G, ersetzen, und fur G, ist die Aussage klar.
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Wir haben schon bemerkt, daR die Konjugationsklasse des v;, das einem zulassigen Paar entspricht, wohlbes-
timmt ist. Die getwistete Konjugationsklasse von § € G(L,,) ist auch wohlbestimmt. Wenn z.B. choc™! = §o
und ucboctu~! = §'o wéhrend Nmy, /q 0 = ce’e™! und Nmy, /q o = uce’e~tu~t, dannist ' = udo(u)~?
und uce’c o™ (u)~! = uNInLn/Qpécj"(u)’1 = uce’ctu~1. Folglich liegt u in G(L,,).

Satz 5.25. Es sei gegeben ein Element g aus G(Q), das die Voraussetzungen von Satz 5.21 erfillt, sowie fir
jedes 1 eine Konjugationsklasse {1} in G(Q;) und weiter eine getwistete Konjugationsklasse {0} in G(Ly,).
Es seien v und eg stabil konjugiert fir jedes | und konjugiert fir fast jedes l. Es seien auch Nan/Qp(S und
o stabil konjugiert. Schliefllich méchte § die Bedingung () erfillen. Es entsprechen v = () und 6 dann

und nur dann einem zuldssigen Paar (¢,€) mit € stabil konjugiert zu £y, wenn k(vy,0;e0) = 1. In diesem

Fall entsprechen (v;) und § genau i(eg) nicht dquivalenten Paaren.

Wir beweisen als erstes: Wenn (¢, €) vorhanden ist, dann ist die K -Invariante (v, J;c0) = 1. Wir kdnnen
annehmen, daf es ein Paar (7', 1) gibt, so daB (¢, ¢) in (T, k) eingeschachtelt ist. Wir kdnnen auch annehmen daf
g0 = €. Dann sind ; und ¢ fir jedes [ konjugiert. Wir kdnnen deshalb das 5(v), das in (5.p) vorkommt, gleich 1

wahlen.

An der Stelle p ist das durch § und ¢ definierte b dasselbe, das in F' = b x o vorkommt. Da ¢ = 91 ,,, ist das
b entsprechende Element aus X *((Z(¢)"®) nichts anderes als die Einschrankung von  auf Z(e)"'®), wie schon
beim Beweis das Satz 5.21 erwahnt wurde. Dementsprechend wahlen wir 3 (p) als die Einschrankung von p auf
Up. Andererseits ist 4 = pj, miteinem h € X, dassich durch T' € G(e) faktorisiert. Folglich kdnnen wir 3’ (o)

als die Einschrankung von —p auf U, wéhlen. Es folgt sofort, dall
k(7. 05¢) = B(oo)B(p) = 1.

Jede Klasse von zuldssigen Paaren (¢, ) mit e stabil konjugiert zu €q enthélt ein Paar (¢, ). Wir wollen
weiter zeigen, dal die Einschrankung von ¢ auf den Kern von Q von ¢ allein bestimmt ist, und daB ihr Bild im
Zentrumvon G(eo) liegt. Es seien ¢ und ¢’ zwei zuldssige Homomorphismen von Q nach §¢ miteg € I, NG(Q),
g0 € Iy NG(Q). Esseien v, = ¢(0k), 7, = ¢'(6x). Es muB gezeigt werden, daB fiir £ gentigend hoch ~;, und ;.
zentral in G(g9) und gleich sind. Aufjeden Fall liegen~; und ;. in G(eo). Esistauchklar, dal y; = +;. (mod Gger ).
Infolgedessen konnen wir G durch G,q4 ersetzen und ¢ und ¢’ durch die entsprechenden Verkettungen. Es sei

also fur den Augenblick G eine adjungierte Gruppe.

Es sei T eine Uber Q definierte Cartanuntergruppe von G(e¢), die im Unendlichen elliptisch ist und die -,

enthélt. Da gy im Zentrum von G(e) liegt, ist das durch die Gleichungen

Meo)lp =@, Xe X* (D)
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definierte Element v’ aus X,.(T) ® Q zentral, d.h. unter der Weylgruppe von G(g¢) invariant. Es existiert eine

natiirliche Zahl ¢ und ein p = p~* € T(Q), das auRerhalb p eine Einheit ist, so da

Al =p™' N, Xe XH(T).

Das Element 7 kann zentral in G(gq) gewahlt werden. Es sei s = % Wir zeigen, daB fur k gentigend hoch
v, = 1°. Es muB nur nachgewiesen werden, dal3 17~ °v; eine Einheit in jeder endlichen Stelle ist, denn ~; ist im
Unendlichen notwendigerweise elliptisch, und wir kénnen & durch ein Vielfaches ersetzen. AuRerhalb p ist die

Behauptung klar.

An der Stelle p betrachtet man den Homomorphismus £, = ¢ o ¢, und das entsprechende v. Einerseits ist v
durch
Al =M, g =p", X e X*(T)

definiert (siehe Anmerkung). Andererseits ist, weil (¢, €¢) zulassig ist,

Aeo)lp = p7 )
und
A, = p .

Somit ist die Behauptung auch in p bewiesen, wie auch die Gleichung v, = ;.

Wir fixieren ein zulassiges und gunstig gelegenes (¢, €o). Wenn (¢, £¢) auch zulassig ist, ist ¢ = ¢ auf dem
Kern. Es sei G'(gg) die durch ¢ definierte Twistung von G(e(). Wir betrachten einen Homomorphismus ¢, der
mit ¢y auf dem Kern Ubereinstimmt. Dann ist ¢(¢,) = a,¢0(q,), wobei a = {a,} ein Kozykel von Gal(Q/Q)

mit Werten aus G’ (eg) ist. Wir schreiben ¢ = a - ¢o.

Lemma 5.26. (¢,¢) ist dann und nur dann zuldssig, wenn das Bild von a in H*(Q, Gap) und in H' (R, G’(z—:o))

trivial ist.

Wir nehmen dieses Lemma zunéchst an und beenden den Beweis von Satz 5.25. Es seien (v, do) und
(v, 6) die zu zuldssigen (¢, o) und (¢, ) gehdrenden Paare. Um r(7o, 8o; €0) (bzw. k(7,d;¢)) zu definieren,
haben wir fiir jedes v einen Charakter 3)(v) (bzw. 3'(v)) eingeguhrt. Es ist ﬁ’(v)(ﬁ{)(v))_l ein Charakter auf
(Z(20)/2)""), obwohl nur seine Einschrankung auf Z(z,)F*) eindeutig bestimmt ist. Andererseits wird in [K2],

Prop. 6.4 fUr jedes v der Klasse a ein Charakter a(v) von

Z(G (=)™ = 2(G(eo)"™ = Z(e0)"™)

zugeordnet.
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Lemma 5.27. «(v) ist die Einschrinkung von '(v) (56(1)))71 auf Z(g0)" ).

Den Beweis stellen wir ebenfalls zurtick. Hieraus folgt erstens, daf? v und v, dann und nur dann Uberall
(allerdings auRerhalb des Unendlichen und p) konjugiert sind, wenn a auBerhalb co and p lokal trivial ist.
Wenn §' = udo(u)~!, u € G(L,) und NmL"/QP(S = ceoc™t, dann ist NmL"/QP(S’ = ucege tu"tund bV =
¢ tu=t8uc = b, oder wenigstens b’ = vbo(v) 1, v € G(go), denn c ist nur modulo G(g) bestimmt. Umgekehrt
wenn b’ = wvbo(v)~t, kénnen wir & = § wahlen. Es sind folglich § und &, dann und nur dann getwistet
konjugiertin G(L,,), wenn a an der Stelle p trivial ist. Daher folgt die letzte Aussage von Satz 5.25 aus den beiden
vorhergehenden Lemmata. Es sei jetzt (v,d) mit x(7y,d;e0) = 1 und es sei (a(v)) die zugehorige adelische
Kohomologieklasse mit trivialer Komponente im Unendlichen. Aus Lemma 5.27 folgt leicht, dal3 wir (a(v)) in

eine Kohomologieklasse (@(v)) mit Werten in G’ (o) N G e liften kdnnen, die im Kern der naturlichen Abbildung
D
G,UBHI(Qqn G/(EO) N Gder) i (WO(Z(E())/Z)F)

liegt. Wir schlieBen aus [K5], Prop. 2.6, daR (d(v)) die Lokalisierung einer globalen Kohomologieklasse ist. lhr
Bilda € H! (Q, G’(eo)) definiert nach Lemma 5.26 ein zul&ssiges Paar (¢, £9). Damit ist der Beweis von Satz 5.25
beendet.

Es bleibt der Beweis der Lemmata 5.26 und 5.27. Die Notwendigkeit der ersten Bedingung von Lemma 5.26
ist klar. Die Notwendigkeit der zweiten Bedingung folgt aus der Injektivitat von H'(R,G’(g9)) — H'(R,G'),

die selbst eine Folge von Lemma 5.14 und dem nachsten Lemma ist.
Lemma 5.28. Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 5.14. Dann ist HY(R, T') — H'(R,G") surjektiv.

Das Lemma laRt sich sofort auf den Fall einer adjugierten Gruppe zurtckfuhren, flr die es besagt, dal? jede
innere Twistung von G’ eine elliptische Cartanuntergruppe enthélt. Das ist aber Lemma 5.8.

Jetzt erflille a die Bedingungen von Lemma 5.26. Wir zeigen gleichzeitig, daB (¢,e() zulassig ist, und
dall Lemma 5.27 gilt. Die Bedingungen (5.a) und (5.b) sind sicherlich erfullt. Um die anderen Bedingungen
nachzupriifen, kénnen wir annehmen, da a, € G(gg) N Gqer fur jedes o.

Es sei

pooG=adyo&, eoy=y1, I €GQ).

Dann ist {yta,y|o € Gal(Q,/Q,)} ein Kozykel mit Werten aus G, und folglich trivial, y 'a,y = ¢ 1o(c). Es
seiy’ = yc~'. Esgilt
¢po@ =ady of,

so daB die Bedingung (5.c) erfullt ist. Es gilt auch

0

ey’ = eoye =yl =ylefet
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und

o(eye™) = o(cy teoye ™) = ey tegye = eyl

weil a,yo(y~1) mit g9 vertauschbar ist. Es ist also v, = c¢y’c™!, und 8)(1) ist durch den Kozykel {yo(y)~'}
definiert und 3'(1) durch {y'o(y")~*} = {a,yo(y)~'}. Die Gruppe G’(go) ist durch den Kozykel {yo(y)~'}
definiert und wir bekommen G(gg) aus G’ () mittels des Kozykels {o(y)y~'}. Wir wenden Lemma 5.18 auf

G'(e0), G(ep) statt G, G" an, um Lemma 5.27 an der Stelle [ zu folgern.

Die dem Satz 5.21 vorangehenden Bemerkungen konnen auf J angewendet werden. Infolgedessen ist
HY(Q,,dNGaer) = {1} und H'(Q,,, 4, N Gaer) = {1}. Esistklar, daB ¢ und ¢ dasselbe J definieren. Da a die
triviale Klasse in g, definiert, definieren ¢, und ¢ dasselbe Element in B(J),. Hieraus folgt, dak mit ¢, auch ¢
ein zuldssiger Homomorphismus ist. Bis auf die Existenz von z in der Bedingung (iii) ist es auch Kklar, dal3 das
Paar (¢,e0) zulassig ist. Die Existenz von x wird wie beim Beweis von Satz 5.21 nachgeprift. Somit ist Lemma

5.26 bewiesen.

¢o und ¢ sind Abbildungen von Q nach G¢(.,) £ S¢. Um die Behauptung von Lemma 5.27 an der Stelle
p nachzuprufen, kénnen wir £, = ¢ o ¢, durch , = adu o &, mitu € G(eo) ersetzen, Wir kdnnen auch weiter
annehmen, dal die Lokalisierung von a mittels eines Kozykels von Gal(Q,"/Q,,) gegeben ist. Es sei o das
Frobeniuselement. Dannist b = a, - b,. Somit folgt die Behauptung in p sofort aus Lemma 5.19, angewendet auf
G(go),G'(g9) und a L.
Anmerkung. Es seien D7 = DL und D" (bzw. DY) die durch Vorwartsschieben mittels L,, < Q," (bzw.
L,, € €) und Zurickziehen mittels Gal(Q,"/Q,) — Gal(L, /Q,) erhaltenen Grupen. Wir definieren D}: mittels
des fundamentalen Kozykels a,i ,; = 1,0 < i,j <n,i+j <n,a,i 5 =p *, 04,5 <n,i+j=n Wenno
das Frobeniuselement in Gal(Q,"/Q,) ist, dann ist in D" und Dy die nt¢ Potenz von d,, gleich p~—!. Es bilden
also die Homomorphismen D™" — D" (bzw. D" — DY), die durch z — 2™, z € (Q,")* (bzw. t*),d, — d,

eine vertréagliche Familie. In Dy ist jedes Element zd, mitz € €%, |z| = 1 zu d,, konjugiert.

Jeder Homomorphismus &, : D — G¢ ist nach dem Satz von Steinberg (siehe [Se], S. 3) zu einem Homo-

morphismus &, dquivalent, der aus

& D" — G(Q,") x Gal(Q,"/Q,)

abgeleitet werden kann. Nehmen wir an, daf3 £, selbst so definiert werden kann.

Das Element &(w), das in der Definition von X, auftritt, ist dann nichts anderes als £,(d,). Allgemein ist
&p(ds) = b x o, und b definiert eine Klasse in B(G), die nur von der Klasse von &, abhangt. Wenn wir n noch
genug wahlen, ist das nv, das in [K4], Gl. (4.3.3) vorkommt, die Einschrankung von g‘p—l auf (Q,")* & D",
die ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen ist. Wir bekommen auf diese Weise eine Abbildung von
C(G), den Klassen in Hom(D, §¢) nach B(G). Es sei C(G), das Urbild um B(G),. Wir wissen nicht, ob
C(G) — B(G), bijektiv ist. Aber es folgt leicht aus [K4], daB C(G), — B(G) bijektiv ist.
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Far Tori hat man den Funktor C(T') — B(T) sowie den Funktor ;o — £_, von X, (T') nach C(T). Da
C—u(ds) = p* x o, bildet die Verkettung 1 € X, (G,,) auf b = p ab. Es folgt daher aus Lemma 2.2 von [K4], da
die Verkettung ein Isomorphismus ist. Folglich ist C(T") — B(T') surjektiv. Sie ist injektiv, weil die Anzahl der
Klassen aus C(T') ( bzw. B(T')) mit einem gegebenen v gleich |H'(Q,,, T')| ist. Fr eine allgemeine Gruppe wird

die Injektivitat auch auf diese Weise bewiesen. Die Surjektivitat folgt aus [K4], Prop. 5.3.

§6. DIE VERMUTUNG ALS FOLGE DER STANDARDVERMUTUNGEN IN EINIGEN FALLEN

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dall fur gewisse Shimuravarietaten die Vermutung im §5 eine
Folge der Identifizierung der pseudomotivischen Galoisgruppe und der motivischen Galoisgruppe ist, die im §4
unter Annahme der Standardvermutungen und der Tate-Vermutung sowie der Hodge-Vermutung vorgenom-
men wurde. Dabei lehnen wir uns ziemlich stark an Zink’s Arbeit [Z2] an, so daR vom Leser eine wenigstens
oberflachliche Kenntnis dieser Arbeit verlangt wird. Wir beginnen mit der Definition der betreffenden Shimu-
ravarietaten und erinnern an einige gruppentheoretische Tatsachen, fur deren Beweise wir auf [De3] und [Z2]

verweisen.

Es sei D eine einfache endlichdimensionale Q-Algebra vom Grad d? (iber ihrem Zentrum L, die mit einer
positiven Involution z — xz* versehen ist. Es sei Ly der Invariantenkdrper der Involution in L. Es sei (V)
ein symplektischer D-Modul, d.h. ein D-Modul, der mit einer nichtausgearteten alternierenden Q-Bilinearform
versehen ist, fur die

Y(zu,v) =Y (u,z*v), x € D,u,veV.

Esseidimz V =d-mund [Lgy : Q) = n. Wir nehmen an, daR (D, ) von einem der folgenden beiden Typen ist.

(A) Die Involution ist von zweiter Art, d.h. induziert einen nichttrivialen Automorphismus von L. Dann ist
Ly ein total-reeller Zahlkorper.

(C) Die Involution ist von erster Art, d.h. induziert den trivialen Automorphismus auf L. Falls K 2 L
ein Zerfallungskorper von D ist, so finden wir einen Isomorphismus D ®; K = My(K) und eine K-lineare
Fortsetzung der Involution. In Matrixschreibweise soll gelten: z* = ctzc¢™! mit fc = ¢. In diesem Fall ist L ein

total-reeller Zahlkorper.

Es sei G die Gruppe der symplektischen Lo-Ahnlichkeiten, aufgefaft als algebraische Gruppe (iber Q.

G = {g € GLp(V)[¥(gu, gv) = ¥(c(g)u,v), c(g) € L'}

Dies ist eine zusammenhangende reduktive Gruppe Uber Q, deren derivierte Gruppe einfach-zusammenhangend
ist ([De3], 5.8). (Im Fall (A) ist G, €in Produkt von speziellen unitaren Gruppen, im Fall (C) ein Produkt von
symplektischen Gruppen). Die Gruppen G und G, erfullen das Hasseprinzip ([De3], 5.11). Weiterhin gibt es
einen Homomorphismus

h:8— GR,
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der bis auf Konjugation dadurch charakterisiert ist, daf die auf V' induzierte Hodgestruktur vom Typ (+1,0) +
(0,41) ist und daR +(u, h(i)v) symmetrisch und positiv-definit ist ([Z2], 3.1). Das Paar (G, h) definiert eine
Shimuravarietdt, wobei zu bemerken ist, da der Gewichtshomomorphismus i + i : G,,, — G Uber Q definiert

ist und X, (Gap,) die Serre-Bedingung (3.e) erfillt. Durch
t(r) = Tlr(at:|Vh1’O)7 z €D,
wird der D-Modul V' bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ([De3], 5.10). Es sei
E =E(G,h) =Q(t(x)), =z€D.

Dies ist der Shimurakérper. (Im Fall (C) ist E = Q.) Es sei K & G(Ay) eine offene kompakte Untergruppe.
Die Shimuravarietat Shy (G, h) besitzt ein kanonisches Modell Uber E und ist ein grobes Modulschema fiir das

Modulproblem auf (Sch/E), das einem E-Schema S folgende Daten zuordnet.

(6.2) (i) Fin abelsches D-Schema bis auf Isogenie A,1: D — End A, so daf§
Tr(z|Lie*A) = t(z), z € D.

Hier bezeichnet Lie* A den Kotangentialraum von A.
(ii) Eine Lg-homogene Polarisierung A, die auf D die Involution x induziert.

(iii) Eine Klasse von D-Modulisomorphismen von Garben fir die Etaltopologie
n: Hl(A,Af) — V®Af mod K,

die die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Konstante aus Lo ® Ay erhalten.
Hier wird mit H'(A,A;) = [[ H'(A, Q,) die l-adische Kohomologie mit Koeffizienten aus A ; bezeichnet.

Wir fixieren jetzt wieder unsere Primzahl p. Es seien eine Ordnung Op in D und ein Op-invariantes Gitter

Vz in V gewahlt, so dafl3
(6.1) a) pistunverzweigtin D,
b) D @ Q,, ist ein Produkt von Matrixalgebren und Op ® Z, ist eine Maximalordnung,
)¢ : Vg, x Vg, — Zy ist eine perfekte Paarung.

Dannist «(Op ® Z,) = Op ® Z,. Es sei
K, = G(Qp) N EndODVZp-

Dann ist GG uber Q,, quasizerfallend und Gber einer unverzweigten Erweiterung zerfallend, und K, c G(Q,) ist

die Gruppe der ganzwertigen Punkte, also ([T], 3.8) eine hyperspezielle Untergruppe. Es sei K = K? - K,,. Um
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ein Modell von Sh Uber Spec O ® Z(,,) zu definieren, formulieren wir das Modulproblem (6.a) um. Ein Punkt

dieses Modulproblems mit Werten in einem O g ® Z,)-Schema S besteht aus:

(6.b) (i) Fin abelsches Op-Schema A bis auf zu p prime Isogenie, so daf

Tr(z|Lie*A) = t(x), =€ Op.

(ii) Eine Lo-homogene Polarisierung A, die auf D gegebene Involution x induziert, so dafl ein X € A

existiert, dessen Grad prim zu p ist.

(iii) Pine Klasse von Op ® A’} -Modulisomorphismen von Garben fir die Etaltopologie
i H'(AA%) —— V@AY modK?,

die die beiden Bilinearformen bis auf eine Konstante aus Ly ® A’; erhalten.

Wir verweisen auf [Z2], 3.5 fur einen Beweis der Tatsache, dal? die Modulprobleme (6.2) und (6.b) Gber Spec
E Ubereinstimmen. Wie im §5 bezeichne O, den Ring der ganzen Zahlen in E},.
Satz 6.2. Das Modulproblem (6.b) besitzt ein grobes Modulschema Gber Spec (O,). Falls K? genigend klein
ist, so ist das Modulschema glatt und im Fall, daff Ly = Q, auch ein feines Modulschema.

Wir begnigen uns mit einer Skizze des Beweises, der ahnlich dem Beweis des entsprechenden Satzes 1.7
von [Z2] ist. Das Op-Gitter =1 (Vg @ Z") ¢ H'(A, A}) ist unabhéngig von der Wahl von 7 € 77 und definiert
ein abelsches O p-Schema B aus der Isogenieklasse A, das mit einem O p-Modulisomorphismus 77 : H*(B, Zp) =
Vg ® 2" mod K ausgestattet ist. Man Uberzeugt sich auf diese Weise, dal das Modulproblem (6.b) aquivalent

zu folgendem Modulproblem ist.

(6.c) (i) Ein abelsches Op-Schema B, so dafs
Tr(x|Lie*B) = t(x), « € Op.

(i) Wie in (6.b), (ii).

(iii) Eine Klasse von Op-Modulisomorphismen
i:H (B, Z") — V; ® z" mod K?,

die die beiden Bilinearformen bis auf eine Konstante aus Ly ® A’; erhalten.
Aus der Methoden von Mumford [Mu2] (oder denen von Artin [A], wenn man sich mit der Konstruktion

eines algebraischen Raumes zufrieden gibt) erhalten wir die Existenz eines feinen Modulschemas, falls wir in (ii)

die Vorgabe einer effektiven involutionstreuen Polarisierung fordern und falls K7 gentgend klein genommen



Shimuravarietaten und gerben 90

wird. Falls (B, A,7) ein T-wertiger Punkt des Modulproblems (6.c) ist und A € A prim zu p und 5 € 7, so ist,

falls £* die zugehorige Riemannform bezeichnet,
Y(n(@).n(y)) = ENte,y), @y H'(B,Z)
fireint¢ € Ly (A’;). Die Restklasse 7(B, ¢, A, 77) von ¢ in dem Gal(Q,/E,)-Modul
(Lg (A%)/e(KP))(+1)

ist von der Wahl von n € 7 unabhéngig und kann als Schnitt dieser Garbe Gber 7" aufgefa3t werden. Dabei
unterscheiden sich zwei Polarisierungen A und A’ um ein totales positives Element aus Lg, das eine Einheit
in p ist. Wir erhalten somit einen nur von (B, A, 7)) abhéangigen Schnitt von L\ Ly (Af)/c(K)(+1). Es seien
T1,..., 7 Schnitte von L (A%)/c(K,)(+1) Uber einer endlichen unverzweigten Erweiterung 12 von Oy, die ein

Repréasentantensystem darstellen. Wir betrachten das folgende Modulproblem auf (Sch/R):
(6.d) (i) wie in (6.c) (i).
(ii) Eine involutionstreue Polarisierung A, die in p prinzipal ist.

(iii) Eine Klasse von Op-Modulisomorphismen

n:HY(B,Z") — Vz®2" modK?,

so daff 7(B,c,\,) =1; fur eini=1,...,r.

Falls wir die 7; so wahlen, daR sie Reprasentanten ganzer ldele sind, so ist A eine effektive Polarisierung,
deren Grad von 7; bestimmt ist. Folglich ist nach Mumford das Modulproblem (6.d) fur hinreichend kleines KP?
durch ein quasiprojektives R-Schema Mg darstellbar. Dabei operiert die Gruppe L(J{ N ¢(K) durch Abénderung
der Polarisierung auf Mg (aufgefaBtals O,-Schema). Man Gberzeugtsich leicht davon, dal? diese Action sich Gber
den endlichen Quotienten L{ N¢(K)/c(L* N K) faktorisiert und daR der Quotient ein grobes Modulschema fiir
das Modulproblem (6.c) tiber Spec O, ist. Falls Ly = Q, so ist L(J{ N ¢(K) trivial. Wir zeigen, daR in allgemeinen
fiir hinreichend kleines K7 die Aktion von L N ¢(K) auf M frei ist. Sei ¢ € L N ¢(K) und

(673 (B7 L, )\, ﬁ);)(B7 Ly C)\) 77)

ein Isomorphismus. Wir missen zeigen, daB ¢ € ¢(Z* NK). Essei K’ = K" - K, eine hinreichend kleine offene
kompakte Untergruppe. Wir betrachten nur K C K’ und bezeichnen mit 77’ die Aquivalenzklasse von 7 mod

K’. Dann gibt es hochstens einen Isomorphismus

o (B, A ) (B, AT,
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Es sei K so klein gewahlt, daR L Ne(K) € (L N K')2. Dannist ¢ = ¢ und ¢; definiert einen Isomorphismus
zwischen (B,t, A\, 77’) und (B,¢,(A, 7). Aber dann stimmet {; mit « Uberein und folglich ist (; € K und
(= ec(L*NK).

Um uns von der Glattheit von M zu Uberzeugen, mussen wir zeigen, daR es keine Deformationsobstruktio-
nen gibt. Wir verwenden die Theorie von Grothendieck und Messing [Me]. Dazu sei T' € T" eine Nilimmersion
von affinen R-Schemata, auf denen p nilpotent ist und die dividierte Potenzen besitzt. Es sei (B,¢, \,7) ein

T-wertiger Punkt des Modulproblems (6.d). Wir betrachten den Wert des Dieudonnékristalls in 77,

D(B)(T7T/);

das mit einer Aktion von Op und einer alternierenden perfekten Bilinearform E* mit Werten in O ausgestattet
ist, die die Identitat
E*zu,v) = EMNu, z*v)

erfillt. Seine Einschrankung auf T ist mit der Hodge-Filtration ausgestattet, die total isotrop beziiglich E* ist
und far die
Tr(z|Fil) = ¢(x), =z € Op.

Es muR gezeigt werden, daf sich diese Filtration in eine total isotrope Filtration von D 7 liften IaBt. Die
Zerlegung O ® Z,, = [] O, liefert eine orthogonale Zerlegung von (D7 7y, EN =@(D,,E).

Im Fall (C) ist Ly = L. Wir wahlen einen Isomorphismus Op ®o, Or, = M4(Or,). Dann wird die
Involution x durch eine perfekte symmetrische Paarung § auf OdZ induziert, vgl. [Z2], 2.9. Wir fuhren die

Bilinearform E{, mit Wertenin O, ® O ein:
Trp, q,f - Bl (u,w) = Ej(u, f-w), fe€Oy,.

Dann zerlegtsich der M4(Or, )®O1-Modul (D,

' E')inD! = 0} oV, E! = f®®’, wobei @’ eine alternierende
perfekte Bilinearform auf dem O7/-Modul V"’ ist. Entsprechendes gilt fur D7 r). Dabei ist Fil, C D, durch
einen total isotropen (bzgl. ®) Teil einer Basis von V' erzeugt. Da man diese Basis in eine ebensolche Basis von

V" liften kann, folgt die Behauptung.
Den Fall (A) behandelt man analog (vgl. [Z2], 3.4).

Damit ist unsere Skizze des Beweises von Satz 6.2 beendet. Wir haben ein glattes Modell Gber O, gewonnen,
dessen Punkte Uber F = & wir analysieren wollen, unter Annahme der Gultigkeit der Resultate des §4. Ein
spezieller Punkt des Modulproblems (6.b) ist durch folgende Daten definiert ([Z2], 4.2): Ein Punkt (A, ¢, A, 7))
des Modulproblems, eine C'M-Algebra R (=Produkt von C'M-Koérpern) mit dimq R = 2dim A/d, und eine
involutionstreue Einbettung

Jp : R — End) A.
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Es sei (A, ¢, A, 77, R,0) ein spezieller Punkt Gber C. Dann ist D ®;, R eine Matrixalgebra tber R ([Z2], 2.8)
und wir erhalten eine Zerlegung A = B¢, wobei B eine abelsche Mannigfaltigkeit mit komplexer Multiplikation
(R, @) ist. Es sei

pu:C* - (R C)* = H C* x H CX,ZHH@(Z) ><Hl.

pED pED

Essei T = {r € R*|r -7 € Lo}, wobei r — 7 die Rosatiinvolution auf R bezeichnet. Dann ist T ein maximaler
Uber Q definierter Torus von GG, der obige Homomorphismus faktorisiert sich Gber 7"und ist von der Form p = up,
furein h : 8 — G aus der Konjugationsklasse, die von uns fixiert wurde. Somit definiert (A, ¢, A, 77, R, ) einen
speziellen Punkt von Sh g (C) im Gblichen Sinne ([Del], 2.2.4). Der Modul X, (XS) enthlt ein ausgezeichnetes
Element ;1 = pug, das ihn erzeugt. Da X, (Gay) die Serre-Bedingung (3.e) erflllt, erfullt auch X..(T) sie, und
es gibt fiir gentigend groRe Korper K einen tiber Q definierten Homomorphismus ¢ : S — T, der pg nach
schickt. Es sei G° = {g € G|c(g9) € Q*}. Dann ist u ein Kogewicht von T° = TN G® und ¢ : £S5 — T°. Wir

bezeichnen auch mit 1) den entsprechenden Homomorphismus

Yo

S5 — Sro——Gao S Ga-
Weil G die motivische Galoisgruppe der von den abelschen Varietaten vom C' M -Typ erzeugten Tannakakategorie
ist, definiert ¢ ein Motiv mit zusatzlicher Struktur, und zwar den homogenen Bestandteil vom Grad 1 von
(A, 0, A\, R,9) mit A\ € A. Wir fuhren den Begriff der Isogenie zwischen zwei Punkten (As,¢1,Aq,71) und
(Aa, 12, Ao, 72) des Modulproblems (6.b) ein: das ist eine Isogenie a : A; — A, die mit:; und Ay und 15 und Ao
vertraglich ist. Die Trivialisierung des Tatemoduls geht also nicht ein. Eine Isogenie prim zu p ist nichts anderes
als ein Isomorphismus

(07 (AlalflaAl) L) (A25L27A2)-

In Termen des Modulproblems (6.c) ist eine Isogenie von abelschen Varietaten, 3 : By — Bo, die die Aktionen
von Op und die Polarisationsklassen respektiert. Man spricht von einer Isogenie von speziellen Punkten, falls es
einen Isomorphismus Ry = R, gibt, so dal} die Isogenie zuséatzlich die Aktion ¥}, in die Aktion 9 Uberfihrt.
Satz 6.3. Die Menge der Isogenieklassen von Punkten von Sh(r) steht in eineindeutiger Beziehung zu den
Aquivalenzklassen von zuldssigen Homomorphismen ¢ : P — G¢.

Wir nehmen allerdings an, daR P = M in §g. Nach Definition von M entspricht dem einer abelschen Varietat

zugeordneten homogenen Motiv M *(A) vom Grad 1 ein Homomorphismus ¢ : M — Gy. Da
Hom(M'(A), M'(A)) = Homg(A, A')

ist, wird A als abelsche D-Varietat definiert durch eine mit ¢ vertrégliche Einbettung «/ : D — End V’. Es wird

gleichermaRen die duale Varietat A* durch den kontragredienten Homomorphismus ¢* auf V'™ definiert. Wenn
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T das Tate-Motivist, ist V'* = Hom(V’, T). Eine Polarisierung entspricht dann einem mit ¢ und ¢* vertraglichen

Homomorphismus v : V! — V’*, d.h. einer Bilinearform ¢’ auf V', fur die die Gleichung gilt

V' (p(g)u, d(g)v) = 7(g) - ¢’ (u,v),

wenn 7 die T entsprechende Wirkung auf Q bezeichnet. Die Isomorphieklasse von (A4, ¢, \) ist offensichtlich durch
(V',/,¢") bestimmt. Wegen der Existenz einer Normalform kénnen wir annehmen, da (V',//, ') = (V, ¢, ).
Dann liegt das Bild von M in Ggo £ Sy. Zwei Homomorphismen ¢1, ¢ : M — G, sind aquivalent under
G(Q) genau dann, wenn (A, 11, A1) = (A2, 12,¢)\2), c € L. Esist G, = Q* C G, = L. Dadas Kogewicht
Lap Sich durch ng faktorisiert, ist jedes zulassige ¢ : @ — G durch Ggo faktorisierbar. Weil X, (G.y) die
Serre-Bedingung (3.e) erfullt, faktorisiert sich ¢ auch durch P = M.

Um den Beweis zu beenden, genligt es zu zeigen, daB wenn (A, ¢, A) aus (A, ¢, A, 77) hervorgeht, dann das
zugehorige ¢ zulassig ist und umgekehrt. Das wére wohl nicht schwer. Wir ziehen aber ein anderes Verfahren
vor, das unmittelbar ohne Annahme unbeweisener Vermutungen schon jedem (A4, ¢, A, 77) ein zulassiges ¢ und
jedem zulassigen ¢ ein (A, ¢, A, 7j) zuordnet, ohne aber zur Zeit einen Beweis der Bijektivitat der so erhaltenen
Korrespondenz zuzulassen. Im Ubrigen ist es nicht ohne weiteres verwendbar, wenn G Uber Q,, nicht quasi-

zerfallend ist (vgl. zweites Beispiel im §7).

Da A bereits Uber einem endlichen Korper definiert ist, ist es eine abelsche Varietat vom C'M-Typ, und
wir kdnnen den Punkt (A, ¢, A, 7) als speziellen Punkt (A4, ¢, A, 7, R, ¥) auffassen. Nach dem Liftungssatz von
Zink [Z2], §4.4, existiert ein diskreter Bewertungsring ungleicher Charakteristik O mit Restklassenkdrper &
und ein spezieller Punkt (fl, i,A,7,R, 19), dessen Reduktion isogen zum Ausgangspunkt ist. Es sei (T, u) der
entsprechende Torus samt Kocharakter in G. Der Homomorphismus 91, : P — G5 — 7 C G¢ ist zuléssig.
Da ¢ = 97, ist ¢ zulSsig. Umgekehrt, wenn ¢ zuléssig ist, ist ¢ einem 1 , aquivalent. Es definiert x)7 , uns
(A,7, A, fi, R, V), das durch Reduktion (4, t, A, 7) liefert.

Im weiteren fixieren wir eine Isogenieklasse § = (A,:, A)q und den entsprechenden zuldssigen Homo-
morphismus ¢ bis auf Aquivalenz. Wir bezeichnen mit Jx die Menge der Punkte von Shg (F) in J. Es sei
r = [E, : Q,], und ¢ = p" die Anzahl der Elemente von «. Falls (A, ¢, A,7) ein Punkt von Shg (F) ist, so ist
das inverse Bild (A@ (9 A(@ 7(9)) under der r-ten Potenz des Frobenius wieder ein Punkt von Sh (F). Die

Existenz des relativen Frobenius
Fr™: (A0, A7) — (AW, (D A@ 7).

zeigt, dal3 wir eine Aktion von Gal(F/n) auf J i erhalten, die zudem in offensichtlicher Weise vertraglich mit der
Abanderung von KP ist.
Satz 6.4. Es gibt Bijektinen

Ix = Xy(K),
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so daf die Wirkung von ® auf der Menge rechts (siehe 5.e) der Wirkung des Frobenius in Gal(F/k) auf der

Menge links entspricht und die vertraglich mit der Abinderung von KP sind.

Wir fixieren im folgenden einen Punkt (A, to, Ao, 7o) von Jk, der die Reduktion modulo p eines speziellen

Punkts (Ao, io, Ao, 7],) ist und der wie im Beweis von 6.2 den Torus (T, 1) definiert.

Eine Isogenie zerlegt sich in die Verkettung einer Isogenie prim zu p und einer Isogenie vom p-Potenzgrad.

Wenn ein Element 1y € 7 fixiert wird, definiert ein Element g € G(A’Ji) eine Isogenie vom Grade prim zu p:
(Ao, to, Aoy 7o) — (Ao, Lo, Ao, gt o mo).

Dabei definieren zwei Elemente, die sich um ein Element aus KP unterscheiden, dieselbe Isogenie. Umgekehrt
wird jede Isogenie prim zu p durch ein wohlbestimmtes Element aus G(A?)/Kp vermittelt.
Eine Isogenie « : (Ao, to, Ag) — (A, ¢, A), deren Grad durch p teilbar ist, definiert (4, ¢, A, 77), wobei 7 die
Verkettung
H'(A,A})—H'(Ag, AL) "V @ AR

ist. Wir betrachten die p-dividierbare Gruppe X, von Aq und ihren kontravarianten Dieudonnémodul M,
([Dem]). Der Kotangentialraum von X, identifiziert sich in kanonischer Weise mit Mo/ F M ([Fo], 111.4.3). Dann
ist My ausgestattet mit einer Aktion von Op ® Z,, und einer Klasse von perfekten alternierenden Bilinearformen
1, die sich alle um eine Einheit aus O, ® O, unterscheiden. Hier bezeichnet O den Ring der Wittvektoren von
F. Wir erweitern die Aktion von D ® Q,, und die Klasse der alternierenden Bilinearformen auf den rationalen

Dieudonnémodul M,q. Es sei Y, die Menge der Untergitter M C Mq, die folgende Bedingungen erfllen:
(i) M ist invariant under der Aktion von Op.

(i) Es gibt ein Element ¢(M) € (Lo ® O¢)*, so daB der Dualraum bzgl. einer der Formen % gleich ist
M*=c¢(M)- M.
(iii) M ist V- und F-invariant, und es gilt
Tr(z|M/FM) = t(z)

(Gleichheit von Elementen von F).
Hilfssatz 6.5. Die in (iii) geforderte V -Invarianz ist eine Folgerung der Bedingung (ii) und der F-invarianz.
Beweis. Es gilt
Y(Fu, Fv) =p-¢(u,v)7,
wobei o : O¢ — O den Frobenius auf den Wittvektoren bezeichnet. Aus F'V = p folgt

1

Y(u, Vo) = ¢(Fu, 2))07 :
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Es folgt
(FM)* =V 'M*=V~" ¢(M)M =c(M)” -V~ 'M.

Aus der Inklusion FM C M folgt somit VM C M.

Essei a : (Ao, to, Mo, 7o) — (A, ¢, A, 77) eine Isogenie. Der Dieudonnémodul von A wird mittels « zu einem
Element von Y),. Indem wir « in seine zu p prime Komponente und seine p-primére Komponente zerlegen,

erhalten wir also ein Element aus (G(A%})/KP) x Y,,. Sein Bild in
Y(K) ;fAut(Ao, Lo, AQ)\G(AI})/KP X YED

ist nur von (A, ¢, A, 7)) € Jk, nicht aber von der Wahl der Isogenie abhangig. In der Tat, wenn « eine Verkettung
ist,

(AOa L07A07ﬁ0)a—p>("4/5 [’/a Ala ﬁ/)&)(A) L, A777])7

mit 7 = 7’ o o, erhalt man g, indem man ' = g~*

Ap und A auf, um M (A) in M(Ay) einzubetten. Mittels 7o bildet man Aut(Ao, to, Ao) in G(A'}) ab, und wenn

o no o aP* schreibt. Dann falt man «, als eine Isogenie von

man « durch ooy ersetzt, v € Aut(Ao, to, Ag), dann wird g durch v~1g ersetzt. Es wird M (A) durchy~1M(A)

ersetzt wobei zu bemerken ist, daB ! M (A) nur von der p-primaren Komponente von ~ abhéngt.

Wir zeigen zunachst, daB die soeben definierte Abbildung eine Bijektion von J i auf Y (K) vermittelt. Die
Theorie der Dieudonnémoduln zeigt sofort, daR jedes Element aus G(A’;)/ K? x Y}, eine Isogenie o definiert, so
daR die Surjektivitat klar ist. Umgekehrt, falls «; und s zwei Isogenien mit demselben Bild in Y (K) sind, so
erhalten wir zwei Elemente in G(A%;)/ K? x Y, die sich um ein Element e € Aut (Ao, to, Ao) unterscheiden. Es
seiy = % -~', wobei 7’ ein Endomorphismus der abelschen Varietét Aq ist (und n eine p-Potenz). Falls wir a;
durch a; o +" und as durch as o n ersetzen, diirfen wir annehmen, daR die Elemente aus G(A’})/K” x Y, die

von a1 bzw. a definiert werden, identisch sind. Es seien
_ -1 |
01 = aza; -, und p2 = a7 " as.

Falls wir zeigen kodnnen, daB ; und o Morphismen in der Kategorie der abelschen Varietaten bis auf zu p
prime Isogenie und nicht nur Isogenien sind, so definieren sie zueinander inverse Isomorphismen zwischen
(A1,01,A1) und (Az, t2, As), die zudem noch mit den Niveaustrukturen vertraglich sind. Es sei (mit einem

neuen n) o1 = = -} mit o} € Hom(A1, A3). Auf den Dieudonnémoduln erhalten wir eine Inklusion
01 (M2) € M.

Weil aber nach Voraussetzung die von «; und a definierten Elemente aus Y, identisch sind, ist ¢} (M2) € n- My,
und somit faktorisiert sich ¢} Uber den Quotienten von A; nach seinen n-Teilungspunkten, so dal ¢; ein

Morphismus ist. Entsprechend zeigt man, dal® ¢- ein Morphismus ist. In der konstruierten Bijektion entspricht
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der Wirkung von ® aud Jx dem Operator auf Y (K), der Uber die Y,,-Komponente wirkt und dort das Gitter M/
durch das Gitter F" M ersetzt. Das folgt unmittelbar aus der Tatsache, daR der relative Frobenius Fr: A — A®)
auf den Dieudonnémoduln eine Abbildung definiert, A/ ®) — M, die das Gitter M () mit F'M identifiziert (siehe
[Dem], p. 63).

Als néchstens wollen wir die Mengen Y (K) und X,(K) vergleichen. Nach Wahl einer D-linearen Ly-
symplektischen Ahnlichkeit Moq = V ® ¢ operiert die Gruppe G(t) x Gal(Q,/Q,) auf M. (V ist hier wieder
ein D-Modul.) Die Menge der Gitter M C Mq, die die Bedingungen (i) und (ii) vor 6.5 erfullen, bildet einen
homogenen Raum unter G(¢) und kann mit X = G(¢) - 2° identifiziert werden (Existenz einer Normalform.)
Wegen der Natur der Identifikation von P mit M bestimmt &, = ¢ o(,, den rationalen Dieudonnémodul (Myq, F')

bis auf Isomorphie. Das bedeutet, da3 es ein Element h; € G(¥) gibt, so dal
F= adhl(F¢),

wobei Fyy = £'(d,) der vor (5.d) konstruierte. “Frobenius™ ist. Hierbei bezeichnetd, € W, /q eine Liftung des
Frobeniuselements aus Gal(L,,/Q,,) und ¢’ den aus £, = adh(§,) : sz — G¢ zu seiner Konstruktion benutzten
Homomorphismus der Weilgruppe WLn/Qp nach G(&) x Gal(t/Q,,). In der obigen Gleichung ist nattrlich die
rechte Seite als der von dem dort stehenden Element definierte Operator auf Mq zu interpretieren. Wir zeigen,
daR die Bedingung

inv (2!, 2%) = p,

wobei 2; dem Gitter M* entspricht, gleichbedeutend ist mit der Inklusion
pM?' ¢ M? c MY,

so daB Tr(z|M'/M?) = t(z), x € Op.

Offenbar genligt es dazu tUiberhaubt, zwei Gitter M, M? zu finden, die die obige Bedingung erfiillen, und
so daR fur die entsprechenden Punkte z¢ € X die Invariante gleich u ist. Es sei T eine Gber Q, definierte
Cartanuntergruppe von G, die Uber ¢ zerfédllt und p/ € X, (T") ein Kogewicht, das zu u konjugiert ist. Wir
wahlen im zu 7" gehorigen Apartment den zu 7" (Z,,) gehdrigen speziellen Punkt 2! ([T], §3.6.1), der einem Gitter
M* entspricht. Dann operiert T7/(O¢) auf M! und T’(F) auf M!/pM* und die so erhaltene Darstellung ist die

Reduktion modulo p dar Darstellung von T' auf VQp' Wir setzen

M?>=p-M'+ > F,cM,
(W ,x)=0
wobei F,, der zu x gehorige Charakterraum ist. Weil 11/ zu p konjugiert ist, sind dann die in M /M? auftretenden

Charaktere gerade diejenigen Charaktere x, die in Vi auftreten und fir die (¢, x) = 1 ist. Es gilt somit

Tr(z|M*/M?) = Tr(z|V,"°)  (modp)
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fur z € Op. Es ist auch offenbar 22 = p*'z!, so daR

inv (z!,2%) = —inv (2%, 2%) = p

(vgl. Beispiel vor 5.2). Wir erhalten, daB fur M € Y (K)
inv (M, FM) = p.

Es folgt, daR h; : X — X eine Bijektion zwischen X, und Y,, herstellt, die den Operator ® in die Aktion des
Frobenius Gberfiihrt, und daR g — h; - g - b ' einen Isomorphismus zwischen Jy und Aut (Mo, , ¢, A) definiert.
Aus der Definition der motivischen Gerbe folgt, daB3 wir I, mit Aut(Ay, ¢, Ao) identifizieren kdnnen, sowie auch
die Operation von I; auf X? /K? x X, mit der Operation von Aut(Ag, t, Ag) auf G(A%)/K? x Y, falls wir den
durch die [-adische Kohomologie von A bestimmten Grundpunkt von X?/K? wahlen und X, mit Y, bzw. J,
mit Aut(Mq, 1o, Ao) auf die oben angegebene Weise miteinander identifizieren. Wir erhalten die gewUnschte
Bijektion zwischen X 4(K) und Y (K).

§7. ZWEI BEISPIELE

Das erste Beispeiel wird eine z-Erweiterung im Sinne von Kottwitz [K1] sein,
1-A—-G —-G—1,

so daR die Vermutung des §5 nicht gleichzeitig fir G und G’ gelten kann. In diesem Beispiel konnen die
derivierten Gruppen von G’ und G nicht gleichzeitig einfachzusammenhéangend sein. Weiter unten werden wir

eine Gruppe G Uber Q konstruieren und ein b : S — Gy mit folgenden Eigenschaften.
(7.a) (G”,h") definiert eine Shimuravarietat.

(7.b) Essei Z"” das Zentrum von G”. Dann ist

HY(Q,Z")=0und H*(Q,,Z") =0

v

far jede Primstelle v von Q.

(7.c) Essei Zj,, das Zentrum von G/, . Dann ist

der*
H*(Q, Z4,) — [ [ H*(Q,. Z}.,)
v

injektiv.

(7.d) Es existiert eine endliche algebraische Gruppe U Uber Q und eine Einbettung v” : U — Z7_, so daR

der’

H2(Q,U) — [[ H2(Q,.U)
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nicht injektiv ist.

Wir betten U in einen induzierten Torus A ein
w:U— A

und setzen

G = Ax G /(uxu")U), G=G"Ju"(U).

Dann ist G’ eine z-Erweiterung von G mit A wie oben und

iier = ger’ Gaer = ger/u”(U)'

Es sei G eine innere Twistung von G und G’ und G” die entsprechenden Twistungen von G’ und G”".

Als néchstes definieren wir einen Kozyklus g/ mit Werten in G, dessen Bild in G lokal Uberall trivial ist und
in G, global trivial, dessen Bild in G/, aber nichttrivial ist. Weil A ein induzierter Torus ist, erhalten wir ein

kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0 — Hl(QvA/U) - H2(QaU) - HQ(QaA)

l | [

0 — HHI(QmA/U) - HHQ(Q'uaU) - HHQ(QU’A)'

Der Pfeil in der letzten Spalte ist injektiv. Folglich ist die Klasse {a, ,} € H*(Q,U), die lokal Uberall trivial
ist und deren Existenz wir in (7.d) verlangt haben, das Bild einer Klasse aus H'(Q, A/U). Essei o — a/, € Aeine
Hochhebung eines Représentanten dieser Klasse. Der Rand dieser Kette ist ein 2-Kozykel mit Werten in Z/_,

der lokal Uberall trivial ist und somit, wegen (7.c), trivial ist. Es sei {z,} eine Kokette, deren Rand gleich dem

Inversen des Rands von {a/ } ist. Dann ist

/

/
0 =09y =0 2o

ein Kozykel mitWertenin A- Z//, /U C G'. Sein Bild g, in G = G” /U ist das Bild von z,. Weil G,, = G” /G,

ist seine Klasse in G}, offensichtlich trivial. Lokal ist
Zo = Vg * Ug,

wobei v, ein Kozykel mit Werten in Z/__ ist und u, € U. Folglich ist g, auch das Bild von v, und somit wegen

(7.b) ein trivialer Kozykel. Somit stellt {g, } lokal tiberall die triviale Klasse in G dar.
Wir definieren ' als 1 x k" und h als Verkettung von k' und der Projektion von G’ nach G. Dann definieren

(G', 1) und (G, h) Shimuravarietaten. Die natlrliche Abbildung G+ — S¢ ordnet jedem Homomorphismus

¢’ : Q — G einen Homomorphismus ¢ : Q — G zu.
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Lemma 7.1. Zwei Homomorphismen ¢y und ¢, die auf dem Kern denselben Homomorphismus nach G,

induzieren, und die dquivalente Homomorphismen ¢1 und ¢o liefern, sind dquivalent.

Die Homomorphismen ¢; und ¢- seien gleich. Die folgende Sequenz ist exakt:
1-U—-G — G, xG.

Aus den Voraussetzungen folgt somit leicht, dalR ¢; und ¢- identische Homomorphismen auf dem Kern

definierten. Die Behauptung folgt daher aus H'(Q, A) = 0.

Wir hatten bereits gesehen (Bemerkung vor 5.3),daR Sh i+ (G’ h') eine surjektive Uberlagerung von Shx (G, )

mit der Faser
AQ\a"H(K)/K'

ist. Wir wollen als nachstens zeigen, daR falls ¢’ und ¢ zulassig sind, wobei ¢ durch ¢’ geliefert wird, die Menge
Y¢/ = I¢/\X;IIJ X X’p/K/p

eine surjektive Uberlagerung der entsprechenden Menge X4 ist mit derselben Faser. Somit kann die Vermutung
des §5 nur dann fir G’ und G gleichzeitig gelten, zumindest in kompatibler Weise, wenn jeder zulassige Homo-
morphismus ¢ von einem zulassigen Homomorphismus ¢’ kommt. Wir werden weiter unten ein zul&ssiges ¢’
finden, so daR ¢’ auf dem Kern rational istund I = G’. Dann sind ¥,y = G’ und 9, = G innere Twistungen von

G’ und G. Es sei {g/,} der oben konstruierte Kozykel und {g, } sein Bild in G. Dann ist
9-¢:9—5¢

zuldssig. In der Tat, weil das Bild von {g,} in G,y trivial ist, bleibt die Giltigkeit der Bedingung (5.a) beim
Ubergang von ¢ zu g - ¢ erhalten und weil {g, } lokal (iberall trivial ist, bleiben die Bedingungen b)—d) erhalten.
Der Homomorphismus ¢’ - ¢’ liefert g - ¢ und ist nicht zulassig, da das Bild von g, in GZ, nicht trivial ist. Falls es
einen zulassigen Homomorphismus ¢~>’ gabe, der ¢ liefert, so muBte er auf dem Kern denselben Homomorphismus

wie ¢’ - ¢’ induzieren und somit wegen Lemma 7.1 mit g’ - ¢’ Ubereinstimmen, was unmaglich ist.

Fir den Beweis der obigen Behauptung préazisieren wir, da wir G’ und G quasizerfallend Gber Q, nehmen
und dai KI’7 und K, hyperspeziell genommen sind. Der Torus A zerféllt Gber einer unverzweigten Erweiterung.
Wir durfen annehmen, daf die Einschrankung von ¢ auf den Kern Uber Q definiert ist. Dann ist I,y = U4/(Q)
und I, = 94(Q), und die Sequenz

1—2A—dy =04 —1

ist exakt. Folglich ist

Ly — Iy
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surjektiv. Genauso schlieRt man, da X' — X7 surjektiv ist. Weil auch G’(£) — G(&) surjektiv ist, ist X' — X

surjektiv. Dabei ist
X' C B(G',8) = B(A, t) x B(G",¥).

Essei 2/ = (¢'y°, ¢’z%) € X’ mit Bild in X:

"

inv (ga°, F(ga°)) = p" = p.

Dann ist
inv ((¢'y% g'2°), F(g'y°, ¢'2°)) = inv ((¢'y°, '2°), (a(g")y°, Fg'z"))

=0+ u”,
falls ¢'y/° rational iber Q,, ist. Weil wir ein solches g’ immer finden kdnnen, ist X[’) — X, surjektiv. Wir betrachten

die Abbildung
X, x X" — X, x XP.

Wenn z7, x z'* und z;, x z'* dasselbe Bild in Y haben, so ist fur die Bilder in X, x X
Tp X TP =y(zp x 2P)KP, v € Iy, kP € KP.

Da Iy — Iy surjektiv ist, konnen wir nach Abanderung von a’c; x Z'P mit " annehmen, daR v = 1 ist. Dann ist

T,=a-x, a€ AQ,),

T =a"yg g€ a Y(KP).
Das heift, daB Yy — Y eine surjektive Uberlagerung ist mit Faser
AQ\a N (KP) - A(Q,)/K"™ -V,
wobei V der Stabilisator von y° in A(Q,) ist. Die Behauptung folgt, weil K, — K, surjektiv ist und

o~ (Kp) /K, = AQ,)/ V.

Es bleibt die Konstruktion eines Beispiels. Es sei L eine total imaginare quadratische Erweiterung eines total
reellen Zahlkorpers L. Es sei J eine 4-dimensionale hermitesche Form mit Koeffizienten aus L und H; die

entsprechende Gruppe der unitiaren Ahnlichkeiten
H;(Q)={Ac GL(4,L)|A*JA=X-J}.

Das Zentrum von H ; ist L>. Die Gruppe G wird ein Produkt der Form

"= [] Hr

(L1,L§,JY)
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sein und h” wird wie Ublich gewahlt, so daR (7.a) gilt. Die Eigenschaft (7.b) ist offensichtlich. Um (7.c) zu

Uberprufen, genligtes G” = H; zu betrachten. Dann ist Zj,, der induzierte Modul

"o Gal(Q/Q)
ey = IndGal(Q/LO)Z/Zl.

Es ist zu zeigen, dal
H?(Lo,Z/4) — | [ H* (Lo, 2/4)
injektiv ist oder, was nach dem Satz von Poitou-Tate ([Se 1], S.11-49) &quivalent ist, dafl3
Hl(L07 /1/4) - H Hl(L01;7/j/4)
v

inektiv ist. Das ist eine Folge des Satzes von Grunewald-Wang ([AT], Chap. 10, Th. 1), weil —1 € L kein Quadrat
ist.

Angenommen wir kdnnen eine total reelle Galoiserweiterung L von Q finden und einen Galoismodul U

Uber Gal(Lo/Q) mit 4U = 0, und so daB die Lokalisierungsabbildung in (7.d) nicht injektiv ist. Dann kdnnen

wir offenbar G” wie oben finden, so dal U in ZJ,, eingebettet werden kann. Anstelle von U konstruieren wir
V = Hom(U, pa).

Wir verlangen somit, dal 4V = 0, dal V ein Gal(L/Q)-Modul ist fur eine galois’sche C'M-Erweiterung L

von Q, fur die die komplexe Konjugation ¢ als —1 operiert, und daB
H'QV)—][H'Q,V)

nicht injektiv ist. Wir imitieren das Verfahren von Serre ([Sel], S. 111-39). Es sei

L =Q(v-1,V73,v89) = QV~-1) - QV73,/39)
=KLy,
mit K = Q(y/—1). Dann ist
Gal(L/Q) = Gal(L/Ly) x Gal(L/K)
~7/2x (Z/2®Z/2).
Man Uberpruft leicht, daf? alle Zerlegungsgruppen Uberall trivial oder zyklisch der Ordnung 2 sind. Dies ist klar

in den archimedischen Stellen und den Stellen auf3erhalb 2, 73 und 89, weil dort die Erweiterung L unverzweigt

ist. In Q, sind 73 und 89 Quadrate, denn 73 = 89 = 1 mod 8. Entsprechend ist

() (8)-()
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@) 6)- ()

_ TnqGal(L/Q)
M = IndGal(L/LO)u4.

Es sei

Dann ist M die Menge der p4-wertigen Funktionen auf Gal(L/K') und ¢ operiert als —1. Es sei Gal(L/K) =

{1, 01, 02, 03}
Es sei
Vo = {(eo)leo = £1, H go =1}
0€Gal(L/K)
und
V=VWuWy- v
mit
v =(a, —a, —a, —a), o€ g, o #£ £1.

Dann ist V ein Gal(t/Q)-Modul. Wir haben ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

H'Q.M) ——  H'QM/)V) —— H'QV) ——  HY(QM)

H’L}HO(Q’U7M) I H'UHO(QU?M/V) I Hqul(Qv?V) - Hle(Q'U’M)'
Dabei ist nach dem Grunewald’schen Satz der rechte senkrechte Pfeil injektiv, weil —1 € L kein Quadratist. Um
zu zeigen, daB die Lokalisierungsabbildung flr V' nicht injektiv ist, geniigte es also, ein Element y aus M/V zu
finden, das fiir jedes o € Gal(L/Q) die Restklasse eines o-invarianten Elements y,, aus M ist, das aber nicht die
Restklasse eines Gal(L/Q)-invarianten Elements ist. Die Restklasse y von (1, —1, —1, —1) ist ein solches Element.

In der Tat ist es nicht Bild eines Gal(L/Q)-invarianten Elements, denn nur (1,1, 1, 1) sind invariant.
(i) o = . Dann wahlen wir y, = (1,—-1,—1,—1).
(ii) 0 € Gal(L/K). Dann wahlen wir y, = (a, o, o, ).

(iiiy o = ¢ - p, 0 € Gal(L/K). Dann wéhlen wir y = (21, 24, 27, 275) Mit
=@, Zp=—Q, Zr = Q, Zrg = —Q.

Wir brauchen schlie@llich ein ¢/, so daB 4 eine innere Form von G’ ist. Wir definieren ¢’ als ¢z, mit
zweckmaRiger Wahl von (T, u'). Anstelle von 7", 1/ genlgt es offenbar (T, 1) zu finden, so daR das
entsprechende Element ~/ € G”(Q) zentral ist und dafir kénnen wir annehmen, dal G” von der Form H
ist. Dann definieren wir 7" mittels einer Erweiterung K vom Grad 4 von L. Es genligt K so zu wahlen, daB die

Uber p liegenden Primstellen von K in L trége sind, denn dann ist das Bild von ~,, in G7/; elliptisch im p und
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somit, weil es sowieso elliptisch im Unendlichen ist, von endlicher Ordnung. Wir haben noch die Wahl von p,
das allerdings unverzweigt in L sein soll, und von K frei. Wir wahlen K von der Form K = L - K1, wobei K
eine Erweiterung von Grad 4 von Q ist, so dal} p trage und total verzweigt in /7 ist. Namlich, falls p = 1 mod
4, so gibt es eine Untergruppe vom Index 4 in Z*, die eine total verzweigte abelsche Erweiterung von Grad 4
von Q,, definiert, und man nimmt einen total-reellen globalen Korper von Grad 4, der in p diese Gestalt hat. Wir
definieren J durch die Gleichung

J(z,y) = Trg/pzy.

Wir wollen jetzt ein Beispiel einer Gruppe geben, bei der es zulassige Homomorphismen ¢ gibt, die nicht
aquivalent zu einem 97, sind. Es sei F eine total-reelle Erweiterung von Grad n von Q, in der p prim bleibt. Es
sei D eine Quaternionenalgebra tber E, die in allen unendlichen Stellen unverzweigt ist und die in p verzweigt
ist. Die Gruppe G ist die multiplikative Gruppe D*, aufgefaf3t als algebraische Gruppe Gber Q. Nach Wahl eines

Isomorphismus Gr = GL(2)g wird h : 8 — G komponentenweise wie Ublich erklart:

hi:a+b/-1€C" — (_ab Z) € GL(2,R).

Es sei K eine rein imaginare quadratische Erweiterung von F, die in allen Stellen auBerhalb p in D eingebettet
ist, wahrend p in ihr zerfallt: p = p1 - p2. Es sei ¢ = p™. Wie in §3 konstruiert man flir gentigend hohes m eine

Weilzahl v € K fir die ord,,y/ordy,q = v;/2n, wobei v; und vo zwei vorgegebene positive Zahlen sind mit

(7.e) v1 + v = 2n.

Falls E = Q, so kénnen wir die r; ungerade (fUr spatere Zwecke) und voneinander verschieden wahlen.
Dannist K = E(v). Essei T = K* ein algebraischer Torus. Wir werden erstens 7(Q) in G(Q) einbetten und
dann einen zulassigen Homomorphismus ¢ : P — G konstruieren, wobei die Gruppe K, C G(Qp), die in der
Bedingung (5.d) vorkommit, die einzige maximale kompakte Untergruppe ist, so daR ¢(8) = v, d.h. ¢(5xm) = 7*.
Dieser liefert das gesuchte Beispiel, da dann offenbar v € I, = K* ist, das nicht in G(Q) eingebettet werden

kann.

Far die Konstruktion von ¢ bendtigen wir einige kohomologische Betrachtungen, die wir vorausschicken.
Wir fixieren eine quadratische Erweiterung K’ von E, in der p prim bleibt und die in D eingebettet ist. Es sei

L = K'K. Das folgende Diagramm beschreibt die Situation und definiert die Elemente der Galoisgruppe.
L

TR
\

Kl/ Kl

/

E
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Esistv = e-n = n-e. Wir betrachten zunachst D* und K* als algebraische Gruppen Uber E und bezeichnen sie

mit G' und T*. Wir betten T'! so in GL(2) k ein, daB  nach (81 s ) geht, s; € K, s3 = n(s1). Die Operation
2

der Galoisgruppe Gal(L/FE) auf GL(2, L) ist

(" a)=(" )
(7))

Uber K’ wird G isomorph zu GL(2). Als Twistungskozykel von Gal(K’/E) wiahlen wir das Bild in der
adjungierten Gruppe der folgenden Kokette in GL(2):

1—>1,€—>j:(?\ é)

Hier ist \ € ' total negativ gewahlt und mit ord, A = 1, so daB A nicht Norm eines Elements aus K, ist. Die

(e )-8 )

Fir die getwistete Aktion von Gal(L/E) auf v kommt

(7)) ()

Der zur obigen Kokette gehorige zentrale 2-Kozykel ist

getwistete Aktion von Gal(K'/E) ist

Il
7 N
&)
[\v]
@0
—
~~

a1 = a1 =0as1 =1, agz= A\

s

Wir betrachten die folgende Kokette von Gal(L/E) mit Werten in G*(L):

gezj:gm g1 =g, = 1.

Sein Korand ist

g1+« = Gx,1 = 1, Gu,x = Gxv = 1, 9e,n = Gne = A
Es gilt wegen der obigen Formeln (7.f)
(7.8) 9o0(V)g;" =7, o€ Gal(L/E).

Also steht auf der linken Seite dieser Gleichung die Ubliche Aktion von Gal(L/E) auf T'(L).

Diese Formel bleibt auch dann richtig, wenn g, durch t, - g,t, € T ersetzt wird. Wir betrachten daher

{g0.0} als einen 2-Kozyklus mit Werten in 7'*. Seine Klasse in

H*(L/E,T") = H*(L/K,G,) = ker (Br (K) — Br (L))
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ist offenbar das Bild des Twistungskozykels von G' unter der Abbildung von Br(E) nach Br(K). Weil der
Kérper K nach Voraussetzung lokal Giberall auRerhalb p in G eingebettet werden kann, ist die Klasse von {900}

auBerhalb p trivial, wahrend sie in p das Bild des nichttrivialen Elements von Br (E,) ist:

Br(E,) — Br (K, )2 © Br (K, )2

diagonal

Z/2 Z/2®7)2.

Um jetzt den Homomorphismus ¢ zu definieren, sei 2 ein Links-Reprasentantensystem von
Gal(Q/Q) modulo Gal(Q/E), das 1 erhélt. Dann ist

56 = [ GL(E2,Q) x Cal(Q/Q),

TeAU

wobei
J(H Ar) = HO’T(A-,—/), ro=0.-7; 7,7 €, o, GaQ/E).

Auf dem Kern P soll ¢ gegeben sein durch
¢(6k) = (7F), O € P(L,m),

mit vy, = v fur alle 7 € 2. Dann ist ¢| P ein Uber Q definierter Homomorphismus von Tori, weil v € T'(Q). Also

ist ¢(p,.») ein 2-Kozykel von Gal(Q/Q) mit Werten in T'.

Auf den Erzeugenden p, von P definieren wir ¢ versuchsweise durch
¢(po) = [[ 9-(0) x 0

mit g-(0) = g,-. Wegen (7.g) gilt dann
$(po) - 6(6) - d(pe) " = [ 9-(0) - 0-(7) - g-(0)

Diese Identitat bleibt auch dann richting, wenn g,.(¢) durch t.(o) - g-(0) mit t, € T ersetzt wird, und diese

Abanderung behalten wir uns vor.

Damit ¢ ein Homomorphismus ist, muf3 auch gelten

g-(0) - or (97’(0)) = ¢(po,0) -+ gr(00).

Weil (o0), = or0, ist
g‘r(g) © 07 (gT’(U)) : g‘r(go')il =Yoo, * QT(QUT/) : g;Tl/,aT/'
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Wir miissen also diesen 2-Kozykel von Gal(Q/ F) mit Werten in T'%, den wir bereits weiter oben identifiziert haben,
mit dem 2-Kozykel ¢(p,.») von Gal(Q/Q) mit Werten in T vergleichen. Nach dem Shapirolemma ist ¢(p,.. )
kohomolog zu einem induzierten Kozykel mit Werten in 7!, und zwar dem auf Gal(Q/FE) eingeschrénkten
Kozykel ¢!(p,), wobei ¢! : P — T?! das Element 6 nach ~ schickt. Nach Konstruktion von P ist dieser
Kozykel trivial auBerhalb p und den archimedischen Stellen. Weil K total imaginar ist, ist die Brauergruppe im
Unendlichen trivial, also ist der Kozykel auch in den unendlichen Stellen trivial. Um die Klasse des Kozykels in
der Stelle p zu bestimmen, kénnen wir ¢ durch &, = ¢o(, ersetzen und dann auf die erste Komponente projizieren.
Es sei L’ eine Galoiserweiterung von Q, die L enthalt. Wir konnen annehmen, daR L’ in p unverzweigt ist. Es
sei p eine Erweiterung von p; auf L', und es sei [L} : Q,] = r. Dann ist &, auf CDf: definiert. Wenn wir
den fundamentalen Kozykel a,: ,;,o das Frobeniuselement, auf die gewohnliche Weise einfuhren, dann ist

Ui i =1L 0S 4,5 <ri+j<7iapie=p *,0=4,j<ri+j=rund

&) =mp),

wobei v5 durch
I b=, xex @)
aeGal(L;,/Qp)

definiert ist.

Nach Definition von + ist die linke Seite gleich

—(Ajvi+Agvo)r
q an )
wobei A; und ), eine offensichtliche Bedeutung haben. Der Kozykel ber E, kann daher auf Gal(K,/E})
definiert werden, und zwar durch

£ — p—(x\1111+/\2112).

Daw; und vy ungerade sind, bekommen wir das Bild in H*(K],/ E,,, T") des nichttrivialen Kozykelsin H*(K, / Ep, G,,).

Damit sehen wir, dal? die beiden zu vergleichenden Kozyklen uberall lokal aquivalent sind und folglich
aquivalent. Nach Korrektion von g (g) mit zweckmaRigen ¢, (o) ist der gesuchte Homomorphismus ¢ definiert.
Dabei ist zu bemerken, daB die Aquivalenzklasse von ¢ von der Wahl der Korrekturfaktoren (¢, ) unabhéngig ist,

denn H'(Q,T) = 0.

Wie mussen noch nachweisen, dald ¢ zulassig ist. Man Uberpruft sofort, dal’ ¢.1, und ¥ g auf dem Kern

ab,Hab
Ubereinstimmen. (Es ist eine Folge von (7.e).) Weil H(Q, G,,,) = 0, stimmen sie somit Uberein. AuRerhalb p und
oo ist P trivial, also definiert ¢ o (; einen Kozykel mit Werten in G. Weil H'(Q,, G) = 0, ist ¢ o (; &quivalent zur

kanonischen Neutralisierung von Gg.
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Das Kompositum ¢ o (o ist auf dem Kern C* von ‘W gleich dem Diagonalhomomorphismus C? — G(C) =

[IGL(2,C). Die entsprechende Kohomologieklasse in
H'(R,Gaa) = H*(R, R /qGm) = (2/2)"

wurde weiter oben bestimmt. Weil \ total negativ genommen wurde, ist es das Diagonalelement (—1,...,—1)
der Gruppe auf der rechten Seite. Der Homomorphismus (., bestimmt dieselbe Kohomologieklasse. Weil das

Zentrum von G verschwindendes H'! hat, sind somit ., und ¢ o (., aquivalent.

Die Bedingung in p ist umstandlicher zu verifizieren. Das Gebaude von G ist ein Produkt
B(G, ) = B(Gaer, &) X Xu(Gap) @R

und ist gleich dem Gebaude wvon RFP/QPGL(Q), allerdings mit der getwisteten Aktion. Auf
X.«(Gap) ® R stimmt diese Aktion mit der Ublichen Uberein, wéhrend auf dem Gebaude

B(RFP/QP SL(2),¢) die getwistete Aktion von o gegeben ist durch
o(z%, ... 2"l = (xl, L Jf’(xo)).
Hier sind die z* im Gebaude der SL(2). Es sei
zo = (29,...,2071) € B(G,¥)

die Ecke, die der maximalen kompakten Gruppe der ganzzahligen Elemente von GL(2, F) entspricht. Dann ist
offenbar 02" (z) = zo, und falls wir mit z; = o?(x¢) die Translate von z, unter der Galoisgruppe bezeichnen,
so bilden die =; fiir i € Z/2n Ecken eines Polysimplex, das unter Gal(t/Q,,) invariant ist. Wir betrachten seinen
Faktor in B(Gger, £). Man sieht leicht, dak dessen Schwerpunkt der einzige Fixpunkt der Galoisaktion auf dem
Gebédude von G ist. Nach dem Fixpunktsatz von Bruhat und Tits besteht das Gebaude von B(Ger, Q,)
aus diesem einzigen Punkt. Weil wir K, als die wohlbestimmte maximale kompakte Untergruppe von G(Q,,)
gewahlt hatten, d.h. K, N Gder(Qp) = Gder(Qp), und weil der Stabilisator einer Kammer in einer einfachzusam-

menhéangenden Gruppe alle Punkte der Kammer festlaft, ist
K, ={9€GQ,)lg -z; =i, i€Z/2n}.

Damit haben wir K, in der Form dargestellt, wie sie im §5 far die Formulierung der Bedingungen der Zul&ssigkeit
gebraucht wird. Als nachstes berechnen wir den Operator F. Esseiv; = 2a+1undwvs = +1,so0dalBa+b =n—1.
Wir wéhlen die fundamentale Klasse flr die unverzweigte Erweiterung Lo, = L,, vom Grad 2n wie im Beispiel

vor 5.2. Wir schicken das Elementd, =1 x o € @fj: nach

(7)o (1) () ) we
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Hier tritt die Matrix (p 1) a mal auf und ( 1 p) b mal. Auf dem Kern nehmen wir den Homomorphismus
ViA— Avr + Ava.

Um zu Uberpruafen, da auf diese Weise ein Homomorphismusf~ : DL2n s G definiert ist, geniigt es zu zeigen,
daB F?" = v(p~') in G(Q,) = G*(E,). Indem man ausnutzt, daR sowohl ¢ als auch das Element j durch

Vertauschen der Eingange einer Diagonalmatrix wirken,

n [ S1 _ [ S2 R it 1
()=t

erhdlt man F™ = <p pb)j x o € G1(F,) x o™. Folglich ist

2a+1 V4
n p p _
F2 = < p2n+1> = ( pv2> = I/(p 1).

Der lokalisierte Homomorphismus ¢ o ¢, stimmt mit f auf dem Kern Uberein. Somit unterscheiden sie sich um
einen 1-Kozykel mit Werten in T, und weil Hl(Qp, T) = 0 ist, sind sie aquivalent. Es folgt, daR das Bild von d,,
der in Abschnitt 5 definierte Operator F' ist. Offenbar gilt

iIlV(O'CL’i,F(L'i) = inv (xiJrl, < (p 1) gty (1 p) ,j> '$i+1>

— (e 1),

Folglich enthalt X, den Punkt (zo, . .., z2,—1) und ist nicht leer. Also erfiillt ¢ auch die Bedingung (5.d) an die
Zulassigkeit.
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