LAUDATIO

Es ist mir eine grofle Freude, diese Laudatio zum Anlaff der Verleihung des Christian von Staudt-Preises an
Giinter Harder halten zu diirfen, denn ich bin seit mehr als dreifiig Jahren mit ihm befreundet und verehre ihn

sehr, nicht allein als Mathematiker sondern auch als Menschen.

Zu sagen, Glinter Harder ist Mathematiker, ist ja wahr aber unvollstiandig. Er ist Zahlentheoretiker; er beschéftigt
sich also mit den tieferen Eigenschaften der natiirlichen Zahlen, 1,2, 3,4, usw. Obwohl es iibertrieben ware,
hinzuzuftigen, die Zahlentheorie ist der Kern der Mathematik, weil die Geometrie oder die Infinitesimalrechnung
in demselben Grad zentral sind, ist es doch meines Erachtens wahr, daf3, wenn in der Mathematik ein Geheimnis
steckt, das so tiefliegend ist wie in der Physik die Quantenmechanik, dann liegt es in der Zahlentheorie. Die
Quantentheorie lehrt, daf$ die allgegenwaértigen, sogar alltdglichen Erfahrungen und Ereignisse unserer Welt nur
durch Gesetze und Prinzipien zu erkldren und zu verstehen sind, die auf den ersten Blick, und gar auch auf
den zweiten, {iberhaupt keine, einem normalen Menschen verstdndliche Beziehung haben zu dem, was er in
seiner Umgebung oder sogar in seinem Labor sieht und hort. So scheint es jetzt, nach mehr als zweitausend
Jahren Erfahrung, auch in der Mathematik zu sein, obwohl wir immer noch weit davon entfernt sind, die
einfachen, in den letzten Jahrzehnten durch allerhand Entdeckungen und Vermutungen nahegelegten Prinzipien
ergriindet zu haben. Da Glinter Harder ein moderner Zahlentheoretiker ist, dessen Ziel es war und bleibt, diese
Luftschlosser in feste Lustschlosser oder, wenn dies Wort als zu frivol IThnen mifsfallt, stattliche Wohnsitze des
menschlichen Geistes zu verwandeln, muf ich einen wesentlichen Teil dieser Laudatio einer Einfiihrung in die

moderne Zahlentheorie widmen.

Ich hole weit aus, zur Zeit Platons oder sogar Pythagoras, aber greife auch sofort weit nach vorn, ganz zum Ende

des zwanzigsten Jahrhunderts, indem ich zwei Ihnen bekannte Gleichungen hinschreibe,

(1) 2 =2,

(2) " +y" = z"

Wir betrachten zuerst die Gleichung (1), die fiir die Entwicklung der altgriechischen Mathematik, und zwar der
Mathematik tiberhaupt, von ungeheuerer Bedeutung war. Diese Gleichung hat keine ganzzahlige Losung. Wie

den Pythagoreern bekannt war, und wie wir auch ohne grofse Miihe zeigen konnten, gibt es sogar keinen Bruch
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z, der diese Gleichung erfiillt. Das heifst, um ein modernes Wort und ein modernes Zeichen zuverwenden, die
Losung V2 dieser Gleichung ist irrational. Diese Zahl muf$ in der Mathematik, besonders in der Geometrie,
zugelassen werden, denn sie ist die Lange der Diagonale eines Quadrats der Seitenldnge 1. Folglich, zundchst
zum Leidwesen der alten Griechen obwohl es letztendlich auch zu ihrem Glanz beigetragen hat, fiihrt die
Untersuchung der einfachsten Gleichungen nicht allein zur Untersuchung ihrer rationalen Losungen sondern

unvermeidlich zur Untersuchung ihrer irrationalen Losungen.

In seinem Aufsatz Theaitetos zeigt Platon, der die Mathematik liebte und achtete, so dafs sie an vielen Stellen in
seinen Schriften vorkommt, deutlich seine Bewunderung der Entdeckung des Irrationalen, indem er den jungen
Theaitetos, einen der ersten Forscher des Irrationalen, als Gesprachspartner des Sokrates, bei dessen Versuch das

Wesen der Kenntnis an den Tag zu bringen, wahlt.

Bei der Gleichung (2) ist die Beziehung des Irrationalen zum Rationalen viel tiefer. Erstens ist in der Gleichung
n eine vorgegebene positive ganze Zahl, und es werden drei ganze positive oder negative Zahlen z, y und 2

gesucht, die die Gleichung erfiillen. Allgemeiner kénnen wir Briiche

a & (&
Tr = — y= -, Z = —

b’ d f
suchen, aber wenn wir diese Zahlen mit ihrem grofiten gemeinsamen Nenner multiplizieren, bekommen wir eine
ganzzahlige Losung. Zweitens ist eine Losung mit einer der drei Zahlen gleich Null trivial und uninteressant,
zum Beispiel, * = m, y = 0, z = m, wobei m eine beliebige ganze Zahl ist. Drittens ist der Fall, n = 1 auch

uninteressant, denn z = x + y ist ganzzahlig, wenn x und y es sind.

Der Fall n = 2 ist auch atypisch, denn in diesem Fall konnen wir gemafs einem Satz, der bei Euklid steht, alle

Losungen explizit aufschreiben. Bis auf die Reihenfolge ist
r=m(k? —1%), y = 2mkl, 2z =m(k* +1?),

wobei k, [ und m ganze Zahlen sind.

Dagegen, wie Fermat im siebzehnten Jahrhundert vermutet hat, gibt es fiir n > 2 {iberhaupt keine nichttriviale
Losung. Fermat selbst hat anscheinend diese Aussage fiir n = 4 und wohl auch n = 3 beweisen kénnen. In
seinen Beweisen treten nur ganze Zahlen auf. Trotzdem, bei den allgemeineren Beweisen und gewifs fiir die
volle Losung des Problems ist die Betrachtung verschiedener aus der Gleichung abgeleiteter irrationaler Zahlen

unentbehrlich.

Die vollstindige Losung vollzieht sich tiber einen Umweg. Wenn es fiir n > 2 eine nichttriviale Losung gebe,

dann existiere auch eine elliptische Kurve besonderer Art, und, wenn wir gewisse dieser Kurve zugehorige
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irrationale Zahlen betrachten, dann sehen wir ein, daf} eine automorphe Form mit unmoglichen Eigenschaften,
so daf es sie iiberhaupt nicht geben kann, zu Tage tritt. Folglich hat die Gleichung (2) fiir n > 2 keine nichttriviale
Losung. Auf diesen Beweis wollen wir hier nicht ndher eingehen, aber zwei Worte sind auch aufgetreten, die
Ihnen wohl noch unbekannt waren, die aber in der Arbeit Giinter Harders oft vorkommen: automorphe Form

und elliptische Kurve.

Beispiele von elliptischen Kurven finden wir in einer allen zum Lesen zu empfehlenden Rede Harders vor der
Rheinisch-Westfdlischen Akademie der Wissenschaften im Jahr 1983. Er beschreibt eine wichtige Vermutung fiir

elliptische Kurven an Hand der Kurven
(3) y? = 23 4 Duz, D ganz,

fiir die rationale Lésungen gesucht werden, oder was auf dasselbe ankommt, ganzzahlige Losungen von y%z =
23 + Dzz%. Die einfache Losung v = y = 0 wird beiseite gelassen. Als Beispiel erwdhnt er, daf8 fiir D = 47212,

einer seiner Schiiler die Losung

(39~89)2 , — 398932527841

80 803

zu (3) gefunden hat. Aus seiner Rede koénnen wir schlieflen: Erstens, dafs es zumindest sehr schwer ist, zu
erkennen, ob eine vorgegebene Gleichung eine ganzzahlige oder rationale Losung besitzt, und zweitens, daf3
es viel schwerer wire, eine Formel fiir alle Losungen, dhnlich der fiir die Losungen der Gleichung (2) mit n=2,
anzugeben. Die Rede l4fst aber die Hoffnung zu, daf in einem tieferen Sinn und in einer sehr entfernten Zukunft

es moglich sein wird, samtliche Losungen einer vorgegeben diophantischen Gleichung zu {iberblicken.

Gunter Harder, der zum Nachdenken neigt, hat inzwischen, auf Grund seiner fritheren Erfahrung mit der
Theorie der automorphen Formen, iiber diesen Problemkreis viel nachgedacht. Um Ihnen klar zu machen, was er
iiberlegen mufite, mache ich Sie zunéchst auf die geometrischen, analytischen und topologischen Moglichkeiten
aufmerksam, die elliptische Kurven, und implizit auch andere Gleichungssysteme, in sich bergen. Nachher
mochte ich Harders eigene Entwicklung und den historischen Boden, auf dem sie zustandegekommen ist, kurz

beschreiben.

Die Gleichung (3) definiert eine Kurve entweder in der gewohnlichen Ebene, in der die Koordinaten reell sind
oder in einer, fiir viele mathematische Zwecke geeigneteren komplexen Ebene, in der die Koordinaten komplex
sein diirfen und die eigentlich keine Ebene ist. Geometrisch gesehen ist die Kurve selbst dann zwei-dimensional,
eine Riemannsche Fldche. In den Bildern sind die Kurven sowie die Flachen mit den darauf liegenden Kurven

gezeigt, sowohl fiir D > 0 wie auch fiir D < 0. Wie sehr friith in der Theorie der Kegelschnitte gezeigt wurde,
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ist es flir unseren Zweck giinstig, einen Punkt im Unendlichen zur Kurve oder zur Fldche hinzuzufiigen, so daf3

topologisch gesehen die Kurve eine Schlinge oder zwei Schlingen bildet.

Diese Schlingen konnen auf der Flache nicht zu einem Punkt zusammengezogen werden. Sie sind gewifs nicht
die einzigen Schlingen dieser Art. Es gibt auch viele andere, die zunédchst nur eine topologische, aber keine
unmittelbare algebraische Bedeutung haben. Ihre gegenseitigen Beziehungen sind fiir die Arithmetik, namlich
die Zahlentheorie, auf der Kurve sehr wichtig. Das betreffende Stichwort, das Ihnen gleich begegnen wird, wenn
Sie die lehrreiche Monographie Harders mit dem wenig ansprechenden Titel Eisensteinkohomologie und die

Konstruktion gemischter Motive lesen, ist Betti-Kohomologie.

Andererseits gibt es auch auf der Kurve, oder auf der Fldche, Integrale, z. B.

/ fdr / ® dx
a Yy a V 1'3 + D,CE ’
Diese sind rein algebraische Gegenstinde, die Sie gewifs kennen, wenn Sie Ingenieur oder Physiker sind, denn

diese elliptischen Integrale sind in der Praxis von grofSer Wichtigkeit. Fiir uns ist das Stichwort jetzt, de Rham-

Kohomologie, das die Bedeutung dieser Integrale fiir die Arithmetik und die Geometrie hervorhebt.

Schliefllich, wenn man die Flache ansieht, bemerkt man, daf$ sie wie ein Schlauch aussieht, so dafs es moglich ist,
Uberlagerungen der Flache einzufiihren, zwei-, drei-, oder mehrfache Armel, die man iiber die Fliche anzieht,
und die dann selbst Flachen oder, algebraisch gesehen, Kurven sind, die auch durch eine Gleichung definiert
werden konnen. Die Gleichungen sind aber oft wesentlich komplizierter als die Gleichung der elliptischen Kurve
selbst und werden irrationale Koeffizienten haben. Sie besitzen also gleichzeitig eine zahlentheoretische und eine
topologische Bedeutung. Das dritte, sie betreffende, Stichwort ist étale Kohomologie. Es ist das Zusammenspiel
dieser drei Kohomologien, das uns erlauben soll, die Struktur der ganzzahligen Losungen einer gegebenen

Gleichung oder eines gegebenen Gleichungssystems vorherzusagen.

Insbesondere ist es moglich ihnen Funktionen zuzuordnen, die L-Funktionen oder (-Funktionen heiflen und
deren Werte an gewissen Stellen ein wesentlicher Teil der Vorhersage bilden. Ich will auf ihre Definition nicht
eingehen, da sie von den irrationalen Koeffizienten, die bei den Uberlagerungen vorkommen, in einer nur schwer
iibersichtlichen Weise abhdngen. Ich mochte nur des Namensgebers der heute verliehenen Preise gedenken,
indem ich Sie an den von Staudt-Clausen-Satz erinnere, der die einfachste dieser Funktionen, die Riemannsche

¢-Funktion, betrifft und der auf den letzten Seiten der erwédhnten Monographie Harders vorkommt.

Wenn die einfache Funktion

et —1
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als Potenzreihe entwickelt wird, erhalten wir die Bernoullizahlen,

By =1/6, B, =1/30, By =1/42 = .. ..

X o 1 312 BQ4 BgG B

Der von Staudt-Clausen-Satz besagt, da88 die Differenz zwischen (—1)* B, und der Summe der Briiche 1/p iiber

alle Primzahlen p, fiir die p — 1 die Zahl 2k teilt, eine ganze Zahl ist. Zum Beispie

1 11 1
—Bi=——=—-14+-+-=-1+ -,

6 23 D

p—1|2

oder

By— =14 iqp ity !
2730 23" 5 P

p—1/4

Harders eigene Uberlegungen beziehen sich nicht unmittelbar auf elliptische Kurven, sondern auf verwandte
Probleme. Soweit ich weif3, ist er in derselben Lage wie jeder Forscher auf dem Gebiet. Was er macht ist ohne
Zweifel zentral, aber ob es die Losungen einer Gleichung wie (3) unmittelbar beriihrt ist noch ungewifs. Ich bin
selbst tiberzeugt, daf wenn die Menschheit nicht untergeht und ihr die Neigung zu harten geistigen Anstreng-
ungen nicht abhanden kommt, sie einst die hehre Gegend der Zahlentheorie in ihrem vollen Glanz in dieser Art

wird tiberblicken konnen

Hinsichtlich der Theorie der diophantischen Gleichungen erinnert die heutige Lage an die Lage der Theorie der
algebraischen Irrationalititen am Ende des achtzehnten Jahrhunderts. Viel wurde geahnt und nichts war klar. Mit
Gaufs’ Entdeckung der Konstruktion des Siebzehnecks mit Lineal und Zirkel am Ende des Jahrhunderts waren
diese Ideen herangereift. Obwohl diese Entdeckung, die nicht allein den Mathematikern, sondern der ganzen
geistigen Welt in dem unter anderen von Goethe und Schiller ausgegebenen Intelligenzblatt der Allgemeinen
Literatur-Zeitung angeboten wurde, oft als Leistung eines schlichten Wunderkinds dargestellt ist, ist es eigentlich
nicht so. Gauss war zu der Zeit mit achtzehn Jahren gewif$ sehr jung, aber schon ein gebildeter Mathematiker mit
Zugang zu einer sehr gut ausgestatteten Bibliothek, den er reichlich nutzte, so daf3 er gewifs eine gute Kenntnis
der Literatur des Jahrhunderts hatte, zum Beispiel, der Schriften von Lagrange, Legendre oder Vandermonde.
Seine Leistung war fast nur nebenbei eine Leistung in der elementaren Geometrie. Sie war eigentlich ein grofier
Beitrag zur Zahlentheorie und zur Theorie der irrationalen Zahlen, der fiir die herrlichen Beitrdge der grofien
deutschen Zahlentheoretiker des neunzehnten Jahrhunderts grundlegend war, so dafs nach meiner Meinung und
trotz allem die deutsche Sprache noch heute die selbstverstandliche Sprache fiir die algebraische Zahlentheorie

bleibt.
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Diese Entwicklung endete, wenigstens voriibergehend, vor dem Zweiten Weltkrieg, um dann spater, erst an-
derswo, wieder aufgenommen zu werden. Aber eine zweite Entwicklung, deren Ursprung sich auch bei den
Leistungen des jungen Gauss findet, die Theorie der quadratischen Formen und folglich auch die Theorie der
algebraischen Gruppen, deren allgemeinen Bedeutung fiir alle Gebiete der Zahlentheorie erst, meines Erachtens,
Carl-Ludwig Siegel erkannte, fand im zwanzigsten Jahrhundert statt. Giinter Harder ist mit der arithmetischen
Theorie der algebraischen Gruppen aufgewachsen und hat dazu viel beigetragen, zur Reduktionstheorie, zur Ga-
loiskohomologie und zur Kohomologie der diskreten Gruppen. Er hat als einer der ersten, aber nur allméhlich,
erkannt, wie grofs die Tragweite der arithmetischen Theorie der algebraischen Gruppen sein kénnte, und im
Rahmen der Shimuravarietéten, die mittels dieser Gruppen eingefiihrt werden konnen und denen wichtige dio-
phantische Probleme und wichtige Gleichungssysteme zugeordnet sind, die schonen, wichtigen und allgemeinen
Vermutungen, die ich am Anfang fliichtig schilderte, nachgepriift. Es ware schon, Ihnen sogar die einfachsten
seiner Beispiele zu erkldren, denn darin sind viele erleuchtende mathematische Begriffe und Einfélle enthalten.

Es wire aber fiir heute zu anstrengend.

Obwohl ich in meiner Beschreibung Giinter Harders Beitrdge zur Mathematik die Leistung seiner spéteren Jahren
hervorhebe, weil ich den Mut, die Unermiidlichkeit und die Begeisterung, die er noch heute bewahrt, so sehr
bewundere, mochte ich, bevor ich zu meinen letzten Worten komme, einige der friiheren Beitrdge wiirdigen,

nicht alle, weil uns die Zeit und mir die notigen Kenntnisse fehlen.

Insbesondere iibergehe ich die vielen Beitrdge zur Topologie der Shimuravarietiten, um zwei einflufreiche
Untersuchungen aus seinen jungen Jahren zu erwdhnen. Die erste fiihrte zu dem Beweis des Hasse-Prinzips fiir
alle einfach zusammenhéngenden halbeinfachen algebraischen Gruppen mit Ausnahme der Gruppe Es. Obwohl
er diesen einen Fall beiseite lassen mufite und der Beweis die Behandlung vieler spezieller Félle verlangte,
erlaubten die von ihm und Anderen erzielten Ergebnisse in der Galoiskohomologie uns, in der Theorie der
automorphen Formen, wie Harish-Chandra es in der Darstellungstheorie getan hatte, allgemein zu denken. Man

kann die Wichtigkeit dieser Moglichkeit nicht tiberschdtzen.

Die Beziehung zwischen automorphen Formen und Vektorbiindeln, die oft in Zusammenhang mit den Namen
Drin’feld oder Lafforgue hervortritt und die jetzt in rein geometrischer Hinsicht sehr wichtig geworden ist, hat
Harder als einer der allerersten untersucht, erst allein und spéter zusammen mit Narasimhan. Obwohl ihr
Ziel, analytische Ergebnisse als Hilfsmittel in der Geometrie zu verwenden, anders war, haben ihre Methode,

besonders die Harder-Narasimhan Filtrierung, eine breite Spur in der rein geometrischen Theorie hinterlassen.

Die von Gaufs bei seiner ersten grofien Entdeckung untersuchten Zahlen bilden, was wir noch heute einen
Kreisteilungskorper nennen. Obwohl man Gaufs dank seiner Gedanken {iber die Kriimmung des Weltraums

zu den Philosophen zdhlen muf3, sind, so weit ich weifs, seine Entdeckungen in der Kreisteilungstheorie nie in
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der Philosophie oder der schéngeistigen Literatur gewiirdigt worden, so wie Platon Theaitetos” Entdeckungen
wiirdigte. Sie verdienen es, obgleich ich sofort zugeben mufs, daf8 sich die Mathematiker, vom Glanz Galois’

erblindet, des Schonen und des Einschneidenden an Gaufs’ Methoden nicht immer bewuf3t sind.

Es war jedoch anmafiend, unsere Zeit in der Mathematik mit dem achtzehnten Jahrhundert zu vergleichen. Es ist
aber so, daf$ auch wir viel vermuten und viel ahnen, so dafs unserer Mathematik eine Unvollstandigkeit anhaftet.
Wie viele von uns in der gegenwértigen Mathematik, hat Giinter Harder vielleicht mitunter das Gefiihl, er ist nur
Vorkdmpfer. Der Sieg, wenn er kommt, wird andern gehéren. Er wird aber auch glorreich und des Lobes der
Philosophen wiirdig sein. Als unseren Trost flige ich hinzu, Pionierarbeit bei einem grofiartigen Unternehmen

ist auch keine geringe Sache.

Ich habe Gilinter Harders Beitrdge zum mathematischen Leben in Deutschland nicht erwdhnt. Obwohl ich weifs,
wie viel Miihe er sich darum gegeben hat, und oft gesehen habe, wie seine Schiiler und andere junge Mathematiker
ihn ehren und lieben, steht es mir als Auslander vielleicht nicht zu, seine Verdienste in dieser Hinsicht einzeln
zu wiirdigen. Es ist aber in der modernen Welt eine grofie Gunst, Freunde in der Ferne zu haben. Fiir mich ist
Giinter Harder einer der ersten gewesen. Er hat mir viel beigebracht, unter anderem die deutsche Sprache, die
ich leider nicht so gut beherrsche wie ich mochte. Es ist ein grofies Privileg, heute anwesend zu sein, um meinen

Dank und meine Bewunderung auszudriicken und ihn mit Ihnen zu ehren.

Robert Langlands



